V koolimatemaatika olimpiaad
10. mail 2025 kell 10.00-15.00

Lahendamiseks on aega on 5 tundi.
Ulesande lahendamise eest saadav maksimaalne véimalik punktiarv on toodud tlesande teksti alguses.
Palun kirjuta iga tlesande lahendus eraldi lehele ja margi iga lehe tlemisse serva sulle antud kood ja
tlesande number!

(10 punkti) Auto esirehvid peavad vastu 15000 km, tagumised 25000 km. Kui pika soidu jérel
tuleks rehve omavahel vahetada, et kokku saaks samade rehvidega soita koige pikema maa?

2. (15 punkti) Nelja sobra majad asuvad punktides A(9; 1), B(23; 4), C(29; 16) ja D(1; 15). Kuhu
tuleks ehitada viienda sobra maja, et sellest majast kauguste summa koigi iilejaanud majadeni oleks
minimaalne?

T e = . 4 /20250 94e _ -
3. (15 punkti) Leida vorrandi ¢/ 22°% + 364/ 5505 = 7 koik lahendid.

4. (20 punkti) Piirkonnas #‘*H < x < 1 antud funktsiooni y = E—f graafikuks olev joon poorleb
timber y-telje. Leida parameetri ¢ selline vaartus, mille korral tekkiva poordkeha ruumala on suurim.

5. (20 punkti) Postimiitigifirmast on tellitud 7 pakki. Iga paki saaja voib teistest soltumatult valida
oma paki kohaletoimetamiseks iihe kullerfirma. Vordse toendosusega on voimalik valida nelja erineva
kullerteenuse pakkuja vahelt. Kui suur on toenaosus, et igaiiks neljast kullerfirmast saab vahemalt
ithe paki kohale viia?

6. (20 punkti) Nelinurga K LMN tipud asuvad ringjoonel ja selle
nelinurga kiilgede pikkused on KL = LM = 3 ning MN = NK = 4.
Selle nelinurga sisse on joonestatud maksimaalne ringjoon ning neli-
nurga ja sisemise ringjoone vaheline ala on viirutatud. Seejarel g .nm
on sisemise ringjoone sisse kujundatud nelinurgaga K LM N sarnane <ll|'|‘ "||| “l,.
nelinurk nii, et uue nelinurga tipud asuvad sisemisel ringjoonel. Selle \
nelinurga sisse on jallegi joonestatud maksimaalne ringjoon ning \'l
nelinurga ja ringjoone vahele jaav ala on viirutatud. Joonisel on

kujutatud kolm esimest niimoodi saadud nelinurka. Sama protsessi M
korratakse lopmatult. Leida koigi nii tekkivate viirutatud alade pind-

alade summa.
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Lahendused )
Ulesande 1 lahendus (tilesande autor Evald Ubi).

Pikim soit tuleb siis, kui koik neli rehvi on korraga ara kulunud. Algul ees ja péarast taga olnud rehvi
labisoit peab vorduma algul taga ja parast ees olnud rehvi labisoiduga.

Tagarehv on x km jarel kulunud 5555 osa ehk jadk on 1 — =t ja sellega saab soita ees veel

25000

€T 3x
1— —% }15000 = (15000 _ —) km).
(= 35000 5 (km)

Esirehv on x km jarel kulunud == osa, jaak 1 — sellega saab taga soita veel

T
15000 15000 °

x 5%
1— —% 25000 = (25000 _ —) k).
(1= 75000/ 3 (km)

Need kaks avaldist peavad vorduma:

3z 5
15000 — — = 25000 — —
5 3’
millest 5 5
2T 2T 10000
5
16z
= 10000
15
x = 9375.

Parast rehvide vahetust saab soita taga olnud rehviga 15000 — 3(9375) = 15000 — 5625 = 9375 km.
Seega saab maksimaalselt soita 2 - 9375 = 18750 km, vahetada tuleb peale 9375 km labimist.

Lahendusvariant 2. Olgu esirataste all olnud rehvid soéitnud = km, seejarel Vahetatakse nad tagumis-
teks ja soita saab Veel y km. Esirataste rehvid kuluvad iga kilomeetriga 15000 osa, tagarataste omad

iga kilomeetriga 25000 osa. Rehvid on lopuni kulunud, kui kulumiste summa on 1. Seega

1 1
15000 ¥ 25000

x .
Et rehve maksimaalselt ara kasutada, siis peab kehtima ka vastupidi: kui rehvid on z km olnud
tagaratastel ja y km esiratastel, peab kulumiste summa olema samuti 1:

1 1
55000 ¥ 15000

x .

Peame lahendama vorrandististeemi

xT - =1.

€ 15000 +y- 25000 =1,
25000 t+y- 15000

Korrutame esimest vorrandit 225000-ga ja teist vorrandit 375000-ga:

15z + 9y = 225000
152 + 25y = 375000

ning lahutame teisest vorrandist esimese: 16y = 150000, millest y = 9375. Siis
x = 15000(1 — 322 = 9375.

Vastus: rehve tuleks vahetada tuleks peale 9375 km labimist.



Ulesande 2 lahendus (ilesande autor Evald Ubi).

Kui kanname joonisele punktid A, B, C', D, siis ndeme, et nelja sobra
majad asuvad kumera nelinurga ABC'D tippudes.

Olgu viienda sobra maja asukoht punktis £. Kauguste summa sel-
lest majast majadeni punktides A ja C' on vordne kolmnurga ACE
kahe kiilje AE ja C'E pikkuste summaga. Kolmnurga vorratuse tottu
on see alati suurem voi vordne kolmnurga kolmanda kiilje pikkusega:
AE + CFE > AC, kusjuures vordus kehtib ainult juhul, kui kolmnurk
ei olegi kolmnurk, vaid punkt E asub kiiljel AC. Seega kauguste FA
ja EC' summa oleks minimaalne juhul, kui punkt £ asuks 16igul AC.

Analoogiliselt: Kauguste summa majast F majadeni punktides B ja D
on vordne kolmnurga BDFE kahe kiilje pikkuste summaga. Kolmnurga
vorratuse tottu ei ole see kunagi vaiksem kolmnurga kolmanda kiilje
pikkusest. Seega kauguste E'B ja E'D summa oleks minimaalne juhul,
kui punkt F asuks loigul BD.

Selleks, et summa FA+ EB+ EC' + ED oleks minimaalne, tuleb maja
E ehitada 16ikude AC' ja BD loikepunkti.

Leiame sirge ldbi punktide A ja C. Kuna A(9;1) ja C'(29;16), siis sellise sirge vorrandiks on

r—9 y—1 r—9 y-—1 -
590 161 ehk 50 = 1f ehk 20(y — 1) =15(x —9) ehk

4y —1)=3(x—9) ehk 4y =3z —23.

Analoogiliselt leiame sirge labi punktide B(23;4) ja D(1;15):
r—23 y—4 r—23 y—4 B
T 93 — 154 ehk 55 = 11 ehk 11(z —23) = —22(y —4) ehk

(x—23)=—-2(y—4) ehk z=23-2y+8 ehk x=231-2y.

Kahe sirge 1oikepunkti leidmiseks lahendame vorrandisiisteemi

4y = 3(31 — 2y) — 23,

4y = 3x — 23
r=31—-2y

millest saame 4y = 93 — 6y — 23 ehk 10y = 70, millest y = 7. Ja teise sirge vorrandist leiame
r=31-2-7T=31-14=1T7.

Vastus: viienda sobra maja tuleb ehitada punkti koordinaatidega (17;7).



Ulesande 3 lahendus (ilesande autor Ants Aasma,).

Tahistame 4/ % =y. Siis 4/ Q%Jggx = y% ja y peab olema mittenegatiivne. Saame uue vorrandi

36
y+?:7 chk 4 +36=7y> echk ¢’ Ty’ +36=0.

Tegurdame:
Yy =Ty*+36 =y’ —6y" —y*+36 = y*(y—6) — (" —36) = y*(y—6) — (y+6)(y—6) = (y—6)(y”~y—6),
seega iiheks lahendiks on y = 6 ja tilejaanud lahendite saamiseks peab

y2 —y—6=0.

Saadud ruutvorrandi lahenditeks on 1 &

= -4 -
V=272
Kuna y peab olema mittenegatiivne, siis sobib ainult y = %—i—% = 3. Seega on y voimalikud vaartused
th =6jay =3
Leiame neile vastavad x vaartused. Kui y = 6, siis

.]2025x ‘ 4
=6
94+ x 0

2025z

— 1296 ’ (9
94+« (9+2)
2025x = 11664 + 1296z,
millest 11664
=_—_—— =16.
729
Kui y = 3, siis
2025z
4 4
4 —3 ‘
94« 0
2025
=81 - (9
9+« (9+2)
2025z = 729 + 81z,
millest
729 3
ST YVIY

3

Vastus: £ = 16 voi x = <



Ulesande 4 lahendus (ilesande autor Liwvi Kluge).

Kui piirkonnas ¢ < x < b antud joon vorrandiga y = f(x) poorleb timber z-telje, siis tekkiva
poordkeha ruumala on leitav vastavalt valemile V = 7 fb y?dx. Meil poorleb joon iimber y-telje.
Kui joone vorrand oleks antud kujul z = f(y), siis tel?kiva poordkeha ruumala oleks leitav kui

b
V =7 [ 2%dy, kus [a; b] on y vaartuste piirkond.

Vaatleme funktsiooni y = 105—5 hoopis x funktsioonina y-st. Iga parameetri ¢ etteantud vaartuse
korral saame iihe fikseeritud joone. Avaldame

l1—= 9 9 1
= = cry=1-— = z(cy+1) =1 = x= :
Y= ey 4 * (cy+1) Ay +1
"
Loigul = € [rzig; 1] on tegemist monotoonselt kahaneva 6 ]
funktsiooniga. Kui z =1, siis y = 0, kui x = Tiﬂ, siis
_1—Wi+1_1604+1—1_ 9
Y= 9 1 — 3 = 16¢°.
C 16c171 ¢
0 L . X
Seega meie joone korral 0 <y < 16¢2. 1 1
et 4 A
Leiame vastavalt toodud valemile poordkeha ruumala:
16¢2 16¢2 16¢2
Vv /( ! )2d / L4 /(2+1)‘2d
=7 _— =71 | —=dy=m7 c
Ay +1 4 (y +1)2 Y Y Y

0 0 0

Integreerimiseks kasutame muutujavahetust ¢t = ¢?y+1. Funktsioon t = f(y) on monotoonselt kasvav
lineaarne funktsioon. Leiame dt = c*dy, millest dy = c%dt, ning kui y =0, siist =c2-0+1=1ja
kui y = 16¢2, siis t = ¢% - 16¢2 + 1 = 16¢* + 1. Peale muutujavahetust saame

16¢*+1

v / t_z P ‘16c4+1 m ( 1 1 ) 7 —1+16¢* +1 16mc?
=TT - J— S — = — . = .
c? @ -1 —(16c* +1) —1 c? 16¢* + 1 16¢* + 1

1

Seega oleme saanud seose, kuidas tekkiva poordkeha ruumala V' soltub parameetrist ¢. Leiame saadud
funktsioonist V' = f(c) tuletise (parameetri c jérgi):

, 167\ 16 2¢- (16¢* +1) — ¢ - 16 - 4¢3 2-16¢° +2c — 4 - 16¢°
ot D ——— = v - = i =
16¢* +1 (16t 4 1)2 (16¢* +1)2
2¢ — 32¢° 1—16¢* 1 —4c?) (1 + 4c? 1 —2¢)(1+2¢)(1 + 4c?
G232 gyl Z16) gl mAC)U A gyl 220U F2) (1T 4
(16¢* + 1)2 (16¢* + 1)2 (16¢* + 1)2 (16¢* + 1)2
Leiame funktsiooni V' kriitilised punktid: ¢ =0, ¢ = % jac= —%. Kontrollimisel selgub, et punktis

¢ = 0 on ruumala miinimum (V' = 0), punktides ¢ = 3 on maksimum (V = 2m).

Vastus: poordkeha ruumala on maksimaalne, kui parameetri ¢ vaartuseks on :i:% .



Ulesande 5 lahendus (ilesande autor Alar Leibak).

Uurime, millistel viisidel saab tildse 7 pakki 4 kullerfirma vahel jagada. Jatame esialgu vaatluse alt
valja, milliseid pakke jagatakse ja leiame ainult koik erinevad voimalused pakkide arvude jaoks, mida
iga firma peab kohale viima. Leiame koik viisid, kuidas arvu 7 (koik pakid tuleb kohale toimetada)
saaks jagada nelja mittenegatiivse taisarvu (mitu pakki igaiiks firmadest kohale viib) summaks. Kui
liidetavate jarjekord ei ole oluline, siis erinevad voimalused on:

N W W == Ottty
R il
O RFR N WRNR O
e e e
N = N == OO OO
e e
_— =0 = O 0O 0O o oo

Ulesande tingimustele vastavad soodsad variandid on nende hulgast sellised, kus iikski firma ei jia
ilma pakita. Kui jatame vélja voimalused, kus moni liidetavatest on null (st néiteks voimalus
740+ 0+ 0 ei sobi), siis alles jadavad ainult jaotamised tiiiipi 4 + 1+ 1+ 1, 3+2+ 1+ 1 voi
2+2+2+1.

Edasi leiame sobivate variantide realiseerumise toendosuse.  Selleks, et kasutada kombina-
toorikal pohinevat klassikalise toenaosuse valemit, peavad koik voimalikud variandid olema vordse
toenaosusega. Peame leidma koik voimalused pakkide jaotuseks nii, et koik need voimalused oleksid
vordtoendolised. Arutleme nii: alustuseks valime kdigi pakkide hulgast iihe paki (iga paki valikuks
on vordne toendosus), seejirel valime kullerfirma, mis peab selle paki kohale toimetama (iga firma
valikuks on vordne téenéosus). Seejérel valime jargmise paki ja selle paki kohaletoimetamiseks iithe
firma jne. Kui nummerdame pakid vastavalt sellele, mitmendana me nende kohaletoimetamiseks so-
biva firma valime, siis saame erinevate vordtoenaoliste voimalustena vaadelda koiki selliseid variante,
kus numbrid 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 on jaotatud nelja erineva kullerfirma vahel viisil, kus iihele firmale
antud pakkide numbrid on kasvavas jéarjekorras (iga firma korral eraldi).

Kuna esimese paki korral on voimalik valida 4 erineva variandi vahel, teise paki korral on samuti
voimalik valida 4 erineva variandi vahel jne ning valikud on teineteisest soltumatud, siis kokku on
erinevaid valikuvariante 47 = 16384.

Eespool nagime, et iilesande tingimustele vastavate soodsate variantidena tuleb nende hulgast
vaadelda tuleb ainult jaotamisi tiitipi 44+14+14+1,3+2+1+1voi 242+ 2+ 1. Leiame iga tiitipi
jaotamise korral erinevate voimaluste arvud, kuidas saab pakke kullerfirmade vahel jaotada.

Jaotuse 4+ 1+ 1+ 1 korral peab iiks firmadest kohale viima 4 pakki (iilejadnud firmad saavad igaiiks
tihe iilejddnud pakkidest). Neljast pakist koosneva komplekti koostamiseks (pakkide numbrid peavad
olema kasvavas jirjekorras) on C7 = 35 voimalust. Kui neljast pakist koosnev komplekt on koostatud,
siis on erinevad voimalused veel vastavalt sellele, milline kullerfirma selle komplekti kohale viib ning
kuidas jaotuvad tlejaanud pakid tlejaanud kullerfirmade vahel. Erinevate voimaluste arvu saamiseks
tuleb iile lugeda koik voimalikud firmade timberjarjestused. Nelja erineva firma timberjarjestusteks
on 4! = 24 voimalust. Kokku on erinevaid 4 + 1 4 1 + 1 variante 35 - 24 = 840.

Jaotuse 342+ 1+ 1 korral peab iiks firmadest kohale viima 3 pakki, teine 2 pakki (iilejaédnud firmad
saavad kumbki iihe tilejadva paki). Komplektide 3 + 2 koostamiseks (pakkide numbrid peavad iga
firma korral olema kasvavas jéarjekorras) on C2-C? = 35-6 = 210 voimalust, iga sellise variandi korral



voivad ka koik firmad olla suvalisel viisil iimber jarjestatud. Nelja erineva firma timberjarjestusteks
on 4! = 24 voimalust. Kokku on erinevaid 3 + 2 + 1 4+ 1 variante 210 - 24 = 5040.

Jaotuse 2 4+ 2 + 2 + 1 korral peavad kolm firmat kohale viima 2 pakki (viimane firma saab tilejadva
paki). Selliste komplektide koostamiseks (pakkide numbrid peavad iga firma korral olema kasvavas
jarjekorras) on C% - C2 - C3 = 21 -10 -3 = 630 voimalust. Iga sellise voimaluse korral saame
timberjarjestada ainult tihte pakki kohale viivat firmat (iilejaédnud korduvad voimalused oleme juba
arvesse votnud). Seega on iimberjarjestusteks on 4 véimalust. Kokku on erinevaid 2 + 2 + 2 + 1
variante 630 - 4 = 2520.

Koiki soodsaid variante on kokku 840 + 5040 + 2520 = 8400. Otsitav tdenaosus on

8400 525
— = —— =~ (0,5127.
16384 1024 05127
Ulesande 6 lahendus (ilesande autor Liwvi Kluge). K

Uurime nelinurka K LM N. Selle nelinurga koik tipud asu-

vad valimisel ringjoonel, seetottu on see ringjoon ihtlasi

imberringjooneks ka kolmnurkadele LM N ja LKN. Nende N L
kolmnurkade iiks kiilg on iihine ning iilejadnud kiiljed on

paarikaupa vordsete pikkustega, mistottu on kolmnurgad

LMN ja LKN vordsed. Seetottu on nelinurk KLMN

simmeetriline diagonaali LN suhtes.

M

See nelinurk on vélimise ringjoone koolnelinurgaks. Stimmeetria tottu peab nelinurga diagonaal LN
iihtima ringjoone diagonaaliga (ja ldbima ringjoone keskpunkti). Kuna nurgad LK N ja LM N on
ringjoone diagonaalile toetuvad piirdenurgad, siis on need nurgad taisnurgad.

Molema taisnurkse kolmnurga pindalaks on % = 6, kogu nelinurga K LM N pindala on 2 -6 = 12.
Taisnurkse kolmnurga LK N kolmanda kiilje pikkuse saame leida Pythagorase teoreemi pohjal:

LN =VKIL?+ LM?2=+32+42=15.

Jargnevalt leiame nelinurga K LM N sisse joonestatud maksimaalse raadiusega ringjoone. Kuna
loik LN on stimmeetriateljeks, siis peab ka selle sisse joonestatud maksimaalse ringjoone keskpunkt
asuma sellel simmeetriateljel.

Kui nelinurgal KLM N on olemas siseringjoon, siis see on iihtlasi ka
maksimaalne ringjoon, mis selle nelinurga sisse mahub. Oletame, et
on olemas selline siseringjoon, et nelinurga kiiljed on selle ringjoone
puutujateks. Téhistame sisemise ringjoone keskpunkti tdhega P (see
peab asuma 16igul LN) ning puutepunktid kiilgedega NK ja KL vas-
tavalt tahtedega R ja (). Siis peaksid tekkinud kolmnurgad NRP ja
PQL olema sarnased kolmnurgaga N K L (sest igal kolmnurgal on tiks
taisnurk ning ZRNP = ZKNL ja ZQLP = ZKLN).

M



Kui tahistame ringjoone raadiuse r-ga siis RP = PQQ = RK = K@ = r ning QL = 3 —r ja
NR =4 — r. Sarnastest kolmnurkadest NK L ja PQL leiame
4 r 12

33—, = 43—=r)=3r = 12—-4r=3r = r=—

Arvutame ka kolmnurga N RP korral:

4—r 4-2 28-12 16
r o120 120

4
3

Seega on toepoolest koik kolm kolmnurka sarnased ja nelinurgal K LM N on olemas siseringjoon

2
raadiusega r = % Sisemise ringi pindalaks on 7T<1—72> . Nelinurga K LM N ja selle sisse joonestatud
siseringjoone vahelise viirutatud ala pindala on

12 (12)2
T =)

Nelinurga K LM N siseringjoone sisse on joonestatud uus (eelmisega sarnane) nelinurk. Uue neli-
nurga pikema diagonaali pikkuseks on ringjoone diameeter 2 - 1—72 = %. Nelinurga K LM N diagonaali
pikkuseks oli 5, seega on uue nelinurga diagonaal nelinurga K LM N diagonaalist % = % korda
vaiksem. Kuna nelinurgad on sarnased, siis on koik uue nelinurga kiiljed nelinurga K LM N kiilgedest

% korda lithemad (ning ka jargmise siseringjoone raadius tuleb % korda viiksem). Jargmise nelinurga

2 2 2 2
pindalaks % -4 % -3 =12 (%) , jargmise ringi pindala on w(% : 1—72> = 7r<1—72> . (%) ning teise

nelinurga ja ringi vahelise viirutatud ala pindalaks on
24\ 2 122
(5) - (12==(Z) ).
35 7

Jatkates tuleb iga jargmise nelinurga korral viirutatud alade pindala (%)2 korda vaiksem. Koigi
viirutatud alade kogupindala saamiseks liidame

(2D ) ¢ G (o)) ¢ G ) (o))
(o) (G (G)

2
Viimastes sulgudes oleva summa vaartus on leitav kui teguriga (—) geomeetrilise jada summa
1

+
/N

1225
24>2 649

- (5) + ((5)) + (G)) -

Kogu viirutatud ala pindala on

&l

19 <g)2 1225  12(49 —127) 1225 12(49 —127) 25-49  300(49 — 127)
m 649 49 649 49 649 649



