IV koolimatemaatika oluimpiaad
11. mai 2024, 10.00-15.00

Lahendamisaega on 5 tundi. Ulesande maksimaalne véimalik punktiarv on toodud tlesande teksti alguses.
Palun kirjuta iga tlesande lahendus eraldi lehele ja mdrgi iga lehe dilemisse serva sulle antud kood ja
tlesande number!

1. (10 punkti) Olgu f(x) =12 — log1 = ja g(x) = log3 =. Leidke kéik parameetri a vidrtused, mille
3
korral vorrandil [f(x) — a]* + [g(x) — a]*> = 0 ei ole lahendeid.

2. (15 punkti) Esimeses karbis oli m valget ja n musta kuuli (m,n > 0), teises karbis oli 5 valget ja
3 musta kuuli. Esimesest karbist voeti huupi kuul ja pandi teise karpi. Seejarel teises karbis olevad
kuulid segati ja siis voeti teisest karbist huupi iiks kuul. Osutus, et viimasena voetud kuul on valge.
Niiiid on esimeset karbist voetud erinevat varvi kuulide tinglikud toenaosused vordsed. Maarake
esimeses karbis algul olnud valgete ja mustade kuulide arvud m ja n selliselt, et

a) m + n oleks viahim b) m +n = 2024.

3. (15 punkti) Kiirtee dérde rajatakse miirakaitsevall koos kiilgneva sademete dravoolukraaviga.
1

Rajatava miirakaitsevalli profiili kirjeldab funktsioon f(z) = 5z* — 15522 + 3,5z 1oigus [0; 7], kus
muutuja x on antud meetrites ning z—telg on kiirtee tasapind.

a) Milline on selle miirakaitsevalli nolva suurim kallak (kiilgpinna kaldenurk kiirtee tasapinna suhtes)?
b) Arvutage miirakaitsevalli rajamiseks vajamineva maapinna kogus (m?3), kui vall rajatakse
pikkusega 120 m ja aravoolukraavi rajamisel teisaldatav pinnas kasutatakse vallis ning enne valli

rajamist on maapind kiirtee tasapinnas.

4. (20 punkti) Tarbija on nous hinnaga pp ostma teatavat kaupa koguses (p, kusjuures
®@p = 2,5 —0,25pp. Miitija pakub seda kaupa hinnaga pg koguses QQg, kus Qg = 0,2ps — 1, 2.
Riigi poolt kehtestatakse labimiiiidud toodangule kdibemaksumédar k£ (0 < k < 1), st kui miitija
saab kauba mitgist tulu R, siis peab ta sellest riigile maksma kaibemaksu suuruses kR. Tegelikult
miitidud kaubakogus ¢ rahuldab tingimust Q)p = Qs = ¢, kusjuures see kogus ¢ miitiakse 1ldbi hinnaga
pp, mis rahuldab tasakaalutingimust: pp = (1 + k)ps.

a) Avaldada tasakaalutingimust rahuldavad ¢, pp , ps , R ja riigile laekunud kdibemaks kdibemaksu-
maara k kaudu.

b) Kuidas muutuvad tasakaalutingimusele vastav kaubakogus, noudlushind pp ning lackuva kéibe-
maksu kogusuurus, kui kaibemaksumaéra k suurendada?

c¢) Millise kdibemaksumééra korral on riigile lackuv kéibemaksutulu suurim?

5. (20 punkti) Kolmnurga ABC tipust A tommatud korgus on vektor ﬁ = (4;—-10) ja tipust
B tommatud nurgapoolitaja asub sirgel 9z — 8y — 44 = 0. Arvuta kolmnurga tippude A ja B
koordinaadid, kui kolmas tipp on C(6; —6).

6. (20 punkti) Tivikoonusekujulise klaasi {ilemine serv on ringjoone
kujuline. Selle ringjoone raadius on g\/é cm. Klaasi pohjaks on
ring raadiusega v/6 cm. Klaasi kiilge mooda moddetud kaugus kahe
ringjoone vahel on 13—0 6 cm. Sellesse klaasi valatakse tdpselt 517 cm?
vett ja lisatakse 5 ideaalselt kerakujulist jaapalli, mille diameeter on
2 cm. Koik jaapallid ujuvad pinnal nii, et 10 protsenti jaapallist on
veepinnast korgemal. Leida klaasi pohja ja veetaseme vaheline téapne
kaugus.




1. (Ulesande autor Andres Talts). Olgu f(x) =12 — log% r ja g(z) = logi x. Leidke koik parameetri
3

a vaartused, mille korral vorrandil [f(z) — a]? + [g(z) — a]* = 0 ei ole lahendeid.

Lahendus. Kahe arvu ruutude summa vordub nulliga ainult siis, kui molemad arvud vorduvad
nulliga, st vorrandil [f(x) — a]? 4+ [g(x) — a]? = 0 on lahendid parajasti siis, kui

—a=0 12 —-log:z=a 12—y =
f(z) —a ehk 9 &3 Kui tahistame log: x = y, siis saame y=a
g(z)—a=0 logiz=a 3 v =a

3

Kui vordsustada a vairtused, siis saame y jaoks vorrandi 4% +y — 12 = 0. Vorrandi y? +y —12=0
lahenditeks on y = 3 voi y = —4, mis annavad parameetri a vaatuseks vastavalt a =9 voi a = 16.

Kui avaldada esimesest vorrandist y = 12 — a ja asendada saadud y avaldis teise vorrandisse, siis
saame a maaramiseks vorrandi (12 — a)? = a ehk a? — 25a + 144 = 0, millest a = 16 v6i a = 9.

Nende a vairtuste korral on esialgsel vorrandil lahendid olemas. Ulejaéinud parameetri a viartuste
korral lahendeid ei ole. Seega sobivad koik a vaartused, mis ei ole 9 voi 16.

2. (Ulesande autor Alar Leibak) Esimeses karbis oli m valget ja n musta kuuli (m,n > 0), teises
karbis oli 5 valget ja 3 musta kuuli. Esimesest karbist voeti huupi kuul ja pandi teise karpi. Seejarel
teises karbis olevad kuulid segati ja siis voeti teisest karbist huupi iiks kuul. Osutus, et viimasena
voetud kuul on valge. Niitid on esimeset karbist voetud erinevat varvi kuulide tinglikud toendosused
vordsed. Maarake esimeses karbis algul olnud valgete ja mustade kuulide arvud m ja n selliselt, et
a) m + n oleks vahim b) m +n = 2024.

Lahendus. Algul oli esimeses karbis m-+n kuuli, neist m valget ja n musta. Moodustame hiipoteeside
susteemi. H;: esimesest karbist teise tostetakse must kuul. Hsy: esimesest karbist teise tostetakse
valge kuul. Nende hiipoteeside realiseerumise toendosused on vastavalt

n . m
ja P(Hy) =

n-+m n-—+m

P(H,) =

Kui realiseerus hiiputees Hy, siis oli peale ringitostmist teises karbis 5 valget ja 4 musta kuuli. Kui
realiseerus hiiputees Ho, siis oli peale ringitostmist teises karbis 6 valget ja 3 musta kuuli. Tinglikud
toenaosused, et selle hiipoteesi realiseerumise korral saadi teisest karbist valge kuul, on vastavalt

P(valge|Hy) = g ja  P(valge|Hy) = g

Tinglik toendosus, et realiseerus iiks (voi teine) hiipotees, tingimusel, et teisest karbist saadi valge

kuul, avaldub:

P(H,)P(valge|H,)
P(valge) ’

P(H3)P(valge|Hy)
P(valge) ’

P(H|valge) = P(Hs|valge) =
kus nimetajas on teisest karbist valge kuuli saamise tdenéiosus kokku. Ulesande tingimuse tGttu peab
P(Hi|valge) = P(H|valge). Kuna molema avaldise nimetajad on tihesugused, siis peavad vorduma
nende avaldiste lugejad, st

n 5_ m
n+m 9 n+m

P(Hy)P(valge|Hy) = P(Hy)P(valge|Hy) ehk

Nel Nep)

Y

millest 5n = 6m. Viahimad voimalikud taisarvud saame m = 5 ja n = 6 korral.

Kui nouame lisaks, et n + m = 2024, siis asendades n = %m, saame Sm 4+ m = 2024, millest

5 5
mz%zQ?Ojan:g-%O:llOéL



3. (Ulesande autor Andres T alts) Kiirtee ddrde rajatakse miirakaitsevall koos kiilgneva sademete
dravoolukraaviga. Rajatava miirakaitsevalli profiili kirjeldab funktsioon f(x) = %x?’ — 11—12332 +3,5x
16igus [0; 7], kus muutuja = on antud meetrites ning z—telg on kiirtee tasapind.

a) Milline on selle miirakaitsevalli nolva suurim kallak (kiilgpinna kaldenurk kiirtee tasapinna suhtes)?
b) Arvutage miirakaitsevalli rajamiseks vajamineva maapinna kogus (m?), kui vall rajatakse
pikkusega 120 m ja aravoolukraavi rajamisel teisaldatav pinnas kasutatakse vallis ning enne valli

rajamist on maapind kiirtee tasapinnas.

Lahendus. Kuna koik andmed on meetrites, siis
lahenduses me mootithikuid el arvesta. Antud
funktsioon on esitatav

— 1 3 1 2 —
f(x)—ﬁx 1Ex +3,5x =
L 3 2
:E(x — 132° 4+ 42x) =
1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ :
— Ex(l‘ . 6)(1' o 7) 0 1 2 3 4 5 6 7

Seega on 0 < x < 6 korral tegemist miirakaitsevalliga ja 6 < x < 7 korral tegemist kraaviga.

a) Nolva kallak on nurk funktsiooni graafiku y
puutuja ja horisontaalse sirge vahel. Selle
leidmiseks kasutame funktsiooni tuletise
vaartust. Nolva kallak on suurim punktis,
kui funktsiooni tuletisel on (absoluutvaartuse 15l
poolest) suurim vaartus.

Pideval funktsioonil voib ekstremaalne
vaartus olla kas loigu otspunktis voi siis

3+

251

o
c\w\ =
T T

punktis, kus puutujafunktsiooni tuletis ehk
f"(x) on null.

Leiame

1 1
fl(z) = E(S cx? - 13- 20 +42) = E(3x2 — 267 + 42)

ja

(x) = %(3 -2 — 26) = 1—12(6x —26) = é(?)x —13)

f'(x) =0, kui x = 1? Leiame funkstiooni tuletise vaartused selles punktis ja loigu otspunktides.
Lahendusvariant 1. Kui miirakaitsevalli osaks lugeda ka kraav, siis on vaatleme loiku 0 < x <7

ja leiame:
13, 1 13 13 43
MY = (3. (Z5)2 2926 2 4+49) = —— ~ —-1.19

1
F0) =15 =35 £(7) (3-72—26-7+42)—1—72m0,58

12



Lahendusvariant 2. Kui kraavi mitte lugeda valli osaks, siis tuleb leida funktsiooni tuletise mak-
simum 16igul 0 < z < 6. Sel juhul tuleb kasutada vaartuseid:

13
3

1 6
=== '(6) = —(3-6% —26-6+42) = —
5 =35 [1(6)= 536" ~26-6+42)

(=)~ -1,19, f(0) — =-0,5

12
Nendest vaartustest absoluutvaéartuse poolest suurim on 3,5, mis saavutatakse x = 0 korral. Seega
on nolva suurim kallak punktis, kus x = 0. Selles punktis on nurk valli tasapinna ja kiirtee tasapinna

vahel arctan 3,5 ~ 74°.

b) Kuna enne téode algust oli maapind kiirtee tasapinnas ja kraavist véljakaevatud pinnas kasu-
tatakse vallis, siis on vaja leida miirakaitsevalli ruumala (arvestades rajatava kraavi ruumala miinus-
margiga).

Kuna kogu pikkuse ulatuses on y
miirakaitsevall sama profiiliga, siis ruum- ‘ 4
ala leidmiseks leiame ristloike pindala ja |
korrutame selle rajatava miirakaitsevalli
pikkusega. Ristloke pindala leidmiseks
kasutame méaaratud integraali.
Miirakaitsevalli rajamiseks vajamineva maa-
pinna koguse leidmiseks integreerime ristloike

251

151

05r

funktsiooni 16igul [0; 7] ja korrutame saadud 0 : 2 3 p 5 6 7
tulemuse miirakaitsevalli pikkusega (120 m).

7
1 120 ,z* x3 12
12 — (2% — 1322 + 42 = (= — 13— + 42| =
0/12(35 3% + 42z)dx 12(4 33+ 2)|0
0

74 73 72 8575
—10(% — 135 142l ) = 22 214991 3
0(4 33+ 2) 5 9,17 (m?)



4. ( Ulesande autor Ants Aasma ) Tarbija on nous hinnaga pp ostma teatavat kaupa koguses
®p, kusjuures QQp = 2,5 — 0,25pp. Miitija pakub seda kaupa hinnaga pg koguses (g, kus
Qs = 0,2ps—1,2. Riigi poolt kehtestatakse labimiiiidud toodangule kdibemaksuméaar k (0 < k < 1),
st kui miitija saab kauba miitigist tulu R, siis peab ta sellest riigile maksma kaibemaksu suuruses kR.
Tegelikult mitidud kaubakogus ¢ rahuldab tingimust ()p = Qs = ¢, kusjuures see kogus ¢ miiiiakse
1abi hinnaga pp, mis rahuldab tasakaalutingimust: pp = (1 + k)pg.

a) Avaldada tasakaalutingimust rahuldavad ¢, pp , ps , R ja riigile laekunud kdibemaks kdibemaksu-
maara k kaudu.

b) Kuidas muutuvad tasakaalutingimusele vastav kaubakogus, noudlushind pp ning lackuva kiibe-
maksu kogusuurus, kui kaibemaksumaéaara k suurendada?

c¢) Millise kdibemaksumééra korral on riigile laekuv kdibemaksutulu suurim?

Lahendus (Ants Aasma). a) Avaldame antud seostest Qp =2,5—0,25pp = pp =10—4Qp ja
Qs =0,2ps —1,2 = ps=6+5Qs. Tasalaalutingimuste Qp = Qs = ¢ ja pp = (1 + k)ps tottu
voime kirjutada

4 — 6k
10—4g=(14+k)-(6+5 9+5k)-qg=4— 6k —
q=14+k)-(6+5¢9) = (9+5k)-¢q = (=g r

Tagasiasendusega saaame
4—06k T4

9+5k  9-+5k
4 TA(1+k)
9+5k 945k

p5:6+5q:6+5-

pp=(1+k)-

Kaubakoguse ¢ miitigist lackub miitijale tulu

4 — 6k 74 (2 — 3k)
P59 5k 9+ bk (9+ 5k)?
Jarelikult riigile lackuv kaibemaks avaldub kujul
(2—3k)-k
K =FkR =148——FF—
(9 + 5k)?
b) Leiame ¢, pp ja K tuletised k jargi
74 296 9 — 32k
(R h=——- K =296 ———
=05 P27 (9ysk)2 (9+ 5k)3

Kuna iga k vadrtuse korral ¢ < 0 ja p, > 0, siis k suurenemine toob endaga kaasa tasakaa-
lutingimusele vastava miiiidava kauba koguse kahanemise ja hinna suurenemise. Edasi paneme tahele,
et

9 9
K' >0, kui 9-32k >0 ehk O§k<3—2:0,28125 ning K’ >0, kui 3—2<k<1.

Seega suurendades kaibemaksu kuni 28,125 protsendini, laeckuv kdibemaksusumma suureneb. Kuid
edasine kaibemaksu suurendamine pohjustab kaibemaksu laekumise kahanemise.
c¢) Eelmises punktis toodud arutluse pohjal on selge, et riigile lackuv kdibemaks on maksimaalne, kui
kaibemaksumaar on 28,125 protsenti. Sel juhul lackub riigile

(2-3-5) 5 _4

K =148 =—.
(9+5-35)? 9




5 Ulesande autor Pilve Uussaar) Kolmnurga ABC' tipust A tommatud korgus on vektor

/ﬁ = (4;—10) ja tipust B tommatud nurgapoolitaja asub sirgel 9z — 8y — 44 = 0. Arvuta
kolmnurga tippude A ja B koordinaadid, kui kolmas tipp on C(6; —6).

Lahendus. Esmalt leiame kiilje BC', selle abil saame punkti B leitud kiilje ja nurgapoolitaja
loikepunktina. Seejarel leiame sirge, millel asub kiilg AB. Lopuks nihutame kiilge BC' antud
korgusvektori vorra ja leiame punkti A kahe sirge 16ikepunktina.

Esmalt leiame sirge, millel asub kolmnurga kilg BC'.
Kolmnurga korgus AH = (4;—10) peab olema risti
kolmnurga tippe B ja C labiva kiiljega. Seega kiilg BC'

peab asuma sirgel, mis on risti vektoriga AH ja labima
punkti C.

Sihivektoriks sobib vektor, mis on risti ﬁ -ga, naiteks
§=(10;4), st kiillg BC asub sirgel

r—6 y+6
10 4

ehk y=0,4z — 8,4

Punkti B leidmine. Punkt B peab asuma nii sellel sirgel kui ka antud nurgapoolitajal. Leiame kahe
sirge lokepunkti:

r=—4

9r — 8y —44 =0
y=—10

= 9r —8(0,4r — 8,4) =44 = x = -4 =
y=0,4z — 8,4

Seega on kolmnurga tipp B(—4; —10).

Jargnevalt leiame sirge, millel asub kolmnurga kilg AB.
Selleks peegeldame punkti C' nurgapoolitaja suhtes
(leiame punkti F). Punkt A asub sirgel, mis labib
punkte F ja B. Punkti E leidmiseks konstrueerime
nurgapoolitajale ristsirge labi punkti C'. Selle sirge sihi-
vektoriks sobib iga nurgapoolitajaga 9x — 8y — 44 = 0
risti olev vektor, néiteks 77 = (9; —8). Saame ristsirgeks

£—6 y+6 6 8
_ hk y=—2_°
9 g YT Ty o"

Selle sirge loikepunkt nurgapoolitajaga olgu D, mille koordinaadid leiame vorrandististeemist

Oz — 8y — 44 = 0 6 8 64 48

e :>9:L‘—8(————x):44:><9+—>x:44——
A4-9—48 348 12 6 8 14
9-9+64 145 5 Y=79 79 * 5 ’



Seega punkti D koordinaadid on D(2,4;—2,8).
Vektori C@ koordinaatideks on

OD = (2,4 —6;—2,8 — (—6)) = (—3,6:3,2).

Tahame leida sellist punkti F, et ﬁ = @ Kui rakendada
vektor C'D punkti D, siis jouame punktini £, mis ongi otsi-
tavaks punkti C' peegelduseks. Leiame punkti £ koordinaa-
did: 2 =-3,6+2,4=—-1,2jay=3,2+(—2,8) =0,4, st
E(-1,2;0,4).

Kiilg AB asub sirgel, mis ldbib punkte B ja E. Selle sirge vorrandiks on

v (1) _ y-(-10)
—1,2—(=4) 0,4 —(—10)

ehk 10,4(z +4) =2,8(y +10) ehk 26z —Ty+34=0

Lopuks leiame punkti A koordinaadid. Punkt A peab -

asuma kiiljel AB ja lisaks peab ta asuma kiiljest BC' mg)(?’} A ‘\\
kaugusel, mis Vastab_\_/f}ktorile zﬁ[ . Nihutame punkti fQ, \\ \
B tasandil vektori HA vorra. Uus punkt on koordi- —K \ \
naatidega * = -4 —4 = -8 jay = —10 4+ 10 = 0. \ \
(Kui nihutame punkti C, siis saame uue punkti koordi- \
naatidega * = 2 ja y = 4.) \\ \
Konstrueerime kiiljega BC' paralleelse sirge labi saadud
punkti (kiiljega BC' paralleelne vektor on §= (10;4):
r+8 y \ 2

0~ 2 ehk y=0,4z + 3,2 B

Punkt A on leitav kui kahe sirge 16ikepunkt

260 —Ty+34=0
y=0,4z + 3,2

millest
26x — 7(0,4x +3,2) +34 =0

y=3

ja saame

Punkti A koordinaatideks on A(—0,5;3).



6. ( Ulesande autor Jaan Kalda) Tiivikoonusekujulise klaasi iilemine serv on ringjoone kujuline.
Selle ringjoone raadius on gx/é cm. Klaasi pohjaks on ring raadiusega v/6 cm. Klaasi kiilge méoda
moodetud kaugus kahe ringjoone vahel on 13—0 6 cm. Sellesse klaasi valatakse tipselt 517 cm? vett
ja lisatakse 5 ideaalselt kerakujulist jaapalli, mille diameeter on 2 cm. Koik jaapallid ujuvad pinnal
nii, et 10 protsenti jaapallist on veepinnast korgemal. Leida klaasi pohja ja veetaseme vaheline
tapne kaugus.

Lahendus. Kuna koik algandmed on antud sentimeetrites, siis me arvutustes iihikuid ei kasuta.

R-r

Tahistame klaasi iilemise serva ringjoone raadiuse R, klaasi
pohjale vastava ringi raadiuse r ja klaasi kiilje pikkuse m-
ga. Esmalt arvutame kogu klaasi korguse. Selleks vaatleme
klaasi loiget labi siimmeetriatelje. Kolmnurk, mille kiilgedeks
on klaasi korgus h, klaasi kiilje pikkus m ja R—r on taisnurkne
kolmnurk. Pytharorose teoreemi pohjal saame leida

h:\/mQ—(R—r)2:\/(%0\/6)2—(2\/6—\/6)2:8

Kui pikendame klaasi kiilge kuni loikumiseni klaasi
simmeetriateljega, siis saame kolm sarnast kolmnurka. Sar- h
nastest kolmnurkadest leiame

H+h

r R—r R rh V6 -8
- hn hem - HTR—T g T
r 3 6

12 H

voi H+h =4 =20 .

Kanname samale joonisele ka vedelikutasemele vastava y
sirgloigu, tahistame otsitava vedelikupinna kauguse klaasi
pohjast z-ga ja vedelikupinnale vastava ringi raadiuse y-ga.
Saame veel ithe kolmnurga, mis on sarnane eelmistega, st ke-

htib

N
N\

Yy r r V6
++H H y=gloti)=o(@+12)




Kui klaas on taidetud kuni korguseni x, siis klaasis oleva aine ruum-
ala on suurema koonuse ruumala miinus vaiksema koonuse ruumala.
Suurem koonus on korgusega x + H ja (pohja)raadiusega y, vdiksem
koonus on korgusega H ja raadiusega r. Vaiksema koonuse ruumalaks
on Viiiksem koonus = %71’7”2]‘.] = 24w, suurema koonuse ruumala avaldub

2
Visuurem koonus = %ﬂ'yQ(fE‘f‘H) = éﬂ'(g( —|—12)> (q;—|-12) = %

Klaasi valatud vedeliku pind on korgusel, mis vastab vedeliku koguse ja 90 protsendi jadkuulide

ruumala summale. Uhe jaikuuli ruumala on % ST (g)3 = %’r. Viie jadkuuli ruumala on 227, Sellest
90 protsenti on 0,9 - 29«

(z412)°

5
5 = 6m. Seega veetaseme korgus vastab ruumalale V' = 517 + 67 = 577.

Otsitava kauguse x maaramiseks saame vorrandi Viyurem koonus — Vaiiksem koonus = V.
T

z+12)% — 247 = 577,
73 (7 +12)

millest

(r+12)° = (57+24)-72=5832 = 2+12=V5832=18 = x=06[cm]



