V1 koolimatemaatika olumpiaad
9. mail 2026 kell 10.00-15.00

Lahendamiseks on aega on 5 tunds.
Ulesande lahendamise eest saadav maksimaalne véimalik punktiarv on toodud tlesande teksti
alguses.
Maksimumpunktide saamiseks peab iga tlesande lahenduskdik olema ammendavalt pohjendatud.
Palun kirjuta iga tlesande lahendus eraldi lehele ja margi iga lehe tilemisse serva sulle antud
kood ja tlesande number!

1. (10 punkti) Leidke nelinurga ABCD koéik nurgad ja arvutage kiilje BC' pikkus, kui on
teada, et tipu A juures on taisnurk ja tipu D juures 150-kraadine nurk. Veel on teada, et
AD =AB =DC = 1.

2. (14 punkti) 21 teadlast kirjutasid uurimisprojekti kédigus kokku 2026 eksperimendi-
paeviku sissekannet, kusjuures iga teadlane kirjutas erineva arvu sissekandeid. Toestage,
et alati leidub 10 teadlast, kes kirjutasid kokku vahemalt 1025 sissekannet.

3. (18 punkti) Parabool ja selle teljega ristuv sirge piiravad tasandilise kujundi, parabooli
segmendi. Segmendi saab paigutada vordhaarsesse kolmnurka, mille haarad on parabooli
puutujad segmendi nurkades ja alus on segmendi alus. Kui suure osa moodustab segmendi
pindala selle kolmnurga pindalast?

4. (18 punkti) Spordiklubi soovib valmistada voimalikult vaikese korgusega silindrikujulise
hoiukarbi, mille saaks pealt kaanega sulgeda ja kuhu pannakse neli ihesugust treening-
palli. Pallid on kerakujulised ja iga palli raadius on r. On teada, et silindri raadius on
%r . Avaldage silindri vahim korgus palli raadiuse r-i kaudu.

5. (20 punkti) Kiire vooluga joes on vee voolamise kiirus 9’%”, joe laius on 240 meetrit.
Mehel on vaja koos paadiga jouda risti iile joe asuvasse punkti. Joe molemal kaldal on
paks mets, piki kallast saab paati transportida kiirusega 2007*. Mees suudab aerutada
kiirusega 8’%”. Leidke minimaalne aeg, mis kulub mehel soovitud sihtpunkti joudmiseks?
Millises suunas peab ta aerutama?

6. (20 punkti) Leidke koik sellised parameetri a vaartused, mille korral funktsiooni

B sinx + a
y= cos 2z — 2

muutumispiirkond sisaldab arvu 2.



Lahendused )
Ulesande 1 lahendus (Evald Ubi).

Kiiljed AD ja DC on vordse pikkusega.

Téaiendame joonist punktiga F nii, et N 2=
moodustuv nelinurk ADCE oleks romb. L0 o
Kuna rombi vastasnurgad on vordsed, 307 JAES
siis JAEC = J/ADC = 150° ning * ?

/ECD = /DAFE = 180° — 150° = 30°.

Lisaks ndeme, et Z/BAE = /BAD — Z/DAE = 90° — 30° = 60°. Kuna ldigud BA ja
AFE on molemad pikkusega 1 ning nendevaheline nurk on 60°, siis moodustuv kolmnurk
ABE on vordkiilgne. Jarelikult ka ZAEB = ZABE = 60°. Punkti E juures asuvate
nurkade summa peab olema 360°, seega /BEC = 360° — 60° — 150° = 150°. Kuna
nii BE kui ka FC on pikkusega 1, siis kolmnurk BEC' on vordhaarne ja alusnurgad
/EBC = /ECB = (180° — 150°) : 2 = 15°. Seega on otsitavad kaks nurka

/ABC = /ABE + /EBC = 60° + 15° = 75°

ja
/BCD = /BCE + /ECD = 15° + 30° = 45°

Kiilje BC pikkuse leidmiseks kasutame koosinusteoreemi kolmnurga BC'E jaoks:

BO=\/12+12—2-1-1-cos1500:\/2—2-(—§):\/2+\/§

Ulesande 2 lahendus (Andi Kivinukk).

Kuna igaiiks tegi erineva arvu sissekandeid, siis saame need jarjestada nii, et

ar < ag <ag < ---<ag- (1)

Kuna 2026 : 21 ~ 96, 5, siis vaatleme kahte juhtu. Kui aj; < 96, siis peab (kuna igaiiks
tegi erineva arvu sissekandeid) ay;p < a;; —1 < 95, ag < ayjp—1 < 94, ..., ay < 87,
a; < 86. Sel juhul

a1+ as+---4+apg+a <8 +87+---+954 96 = 1001

ja kuna koik kokku tegid 2026 sissekannet, siis
a1z + a3 + - - - + ag; > 2026 — 1001 = 1025.

Kui aga aq; > 97, siis peab erineva arvu sissekannete korral

a1p > a1 +1>298, ai3>ap+1>99, ..., ay > 107
Kuid siis

a2 + a3+ -+ ag > 98 +99+ 100 + - -- + 107 = 1025.
Seega molemal juhul kehtib

a2 + a3+ -+ ax Z 1025.



Ulesande 3 lahendus (Andi Kivinukk).

Valime iilesande kirjeldamiseks sobiva koordi-
naatteljestiku nii, et y-telg 1ihtiks parabooli
simmeetriateljega ja koordinaatide alguspunkt oleks Mo
parabooli haripunktis. Siis on parabooli voimalik h
esitada vorrandiga y = ax?. Valime telgede suunad
nii, et a > 0. Parabooli loigatakse y-teljega ristuva
sirgega, mida saab esitada vorrandiga y = ac? (iildsust
kitsendamata voime eeldada, et ¢ > 0). Siis on
parabooli ja sirge 16ikepunktideks punktid

y = ax? T =*c
2 = 2
Yy =ac Yy = ac

Tekkiv parabooli segment on pindalaga

c

3
/(acQ—axQ)dm = (acQ-x—w%)

3 _~\3 2 4
¥ ‘ ¥ ( 36) )= ac?’(2—§) = gac?’.

—c —c

Kolmnurga haaradeks on parabooli puutujad. Leiame parabooli y = ax? puutujad punk-
tides, kus x = £c ja y = ac?®. Funktsiooni y = ax? tuletiseks on ¢ = 2ax; puutepunktis
on tuletise vadrtuseks y'(£c) = £2ac; puutujate vorranditeks on

y — ac® = +2ac(x — (%c))

Puutujate loikepunktiks on

y — ac® = 2acx — 2ac? r=0
e — _ _ 2 = _ 2 2 _ 2
Yy —ac® = —2acr — 2ac y = —2ac® + ac® = —ac

Tekkiva vordhaarse kolmnurga aluse pikkuseks on 2c¢ ja korguseks on ac? + ac? = 2ac?.
Kolmnurga pindalaks on

2¢ - 2ac?
= 2ac’.
5 ac
Parabooli segmendi pindala moodustab kolmnurga pindalast
sac® 2
2ac3 3

Ulesande 4 lahendus (Pilve Uussaar).
Nelja palli saab asetada silindrisse nii, et kolm on
pohjal ja neljas nende peal. Vaatame, kas kolm
palli mahuvad silindri pohjale. Pallide keskpunktide
ithendamisel tekib vordkiilgne kolmnurk ABC, mille
kiiljed on 2r ja loik

2 2V/3

2
AKngEzg (27")2—7”2:—7’.

Jarelikult silindri raadius peab olema vahemalt

MK =MA+ AK =r

23  3+2V3
AR T

mis on tapselt antud silindri raadius.



Kui niiviisi pandud pallide peale asetada neljas pall, siis pallide keskpunktide ithendamisel
tekib tetraeeder ABC'D, kus D on neljanda palli keskpunkt. Tetraeedri korgus oleks

DK = \/(AD)? — (AK)? = \/ (2r)2 — (%@)2 = /2% = 2f5y,

Sellise paigutuse korral tuleb silindri korguseks 2r + %gr = %gr ~ 3,63r.

Kui aga panna silindri pohja kaks palli ja 2 palli
nende peale, nii et koik neli palli puudutavad silindri
kiilgpinda, siis tuleb silindri korgus vaiksem. Silindri
korgus oleks h = OK+KL+LH, kus OK = LH =r.
KL leidmiseks vaatleme esmalt kolmnurka BCD,
mis on vordhaarne, sest BC' = BD = 2r. Seega
kolmnurk BCL on taisnurkne ja BC = 2r ning

CL = (%) r—r= %gr. Kolmanda kiilje pikkuse

leiame Pythagorase teoreemi pohjal

3

Seejarel vaatleme kolmnurka BK L, mis on taisnurkne, sest BK on paralleelne pohjaga

BL = ,|(2r)? — (?7’) = %r.

ja seetottu risti silindri teljega.  Eelnevalt on leitud, et BL = 2—367". Leiame
BK = %) r—r = %37". Pythagorase teoreemi pohjal saame kolmanda kiilje
pikkuseks

2 2
21/6 2v/3 23
KL VB —Bie— | (2Y6,) _(2v8,) _2v3
3 3 3
Seega karbi k()rgush:r—i—%gr—i—r:%gr%&wr.

Vastus: Karbi vahim korgus on h = %gr.

Ulesande 5 lahendus (Liivi Kluge).
Kasutame tihikutena kilomeetreid ja tunde. Arvutused sooritame tihikuvabalt. Mees
suudab souda kiirusega 8.

Oletame, et mees aerutab veidi vastuvoolu,

olgu nurk ristsuunaga vorreldes ¢. Jagame v
kiirusvektori kaheks komponendiks: vastu- \
voolu liikumise komponendiks ja sellega rist- , \
suunas litkumise komponendiks. Risti tile joe
on kiiruskomponendi pikkus on a = 8 cos ¢ ja
vastuvoolu on kiiruskomponent b = 8sin . (| \
Kuna paadile mojub ka vee voolamise kiirus,
siis kokku liigub paat voolusuunas edasi kii-
rusega

ol

voolu kiirus

9—-b=9—8sinp.

- .. .  n .. s . 24 24
Uhtlase kiiruse ja suunaga aerutades jouab mees iile joe ajaga ¢, = 222 = 024 _ 003

a 8cosyp cosp’
selle ajaga triivib ta mooda joge edasi kaugusele
~ 0,03
©cosg

s (9 — 8sin ).

Niitd tuleb paat transportida mooda kallast tagasi kaugusele s. Kuna paadi mooda maad



transportimise kiirus on 0, 2, siis vajalikku punkti tagasi (risti iile joe) joudmiseks kulub
aega

s 0,03 ) 0,15- (9 —8sinp) 1,35 —1,2sin¢p
to=—=—"—"—(9—8sinyp) = = :
0,2 0,2-cosgp cos cos
Kokku kulub aega

0,03 n 1,35 —1,2sinp 1,38 —1,2sin¢
COS cos B cos

T:tl—i-tg:

Tahame, et see aeg oleks minimaalne. Leiame tuletise

_ —1,2cosp-cosp — (1,38 — 1,2sinp)(—sinp)  —1,2cos? ¢ +1,38sinp — 1,2sin’ ¢

T =
cos? p cos?

~1,38sinp — 1,2(cos? ¢ +sin’ ) 1,38sinp — 1,2

B cos? p N cos? p '

Statsionaarsed punktid saame, kui

1,2 1,2
1,38sinp —1,2=0 = singpzl’m = cp:arcsinl’38

~ 60, 4°

Ulejasnud kriitiliste punktide korral on cosp = 0, seega a = 0 ja ei ole voimalik iile joe
jouda.

Kui sin ¢ = 12

13,8°

1,22 [1,382-1,22 /04644
_ 1 — s 2, _ 1 — <7_> _ ) ) _ )
oSy =y TRy 1,38 1,382 1,38

ja sellise nurga all aerutades kulub lopp-punkti kohalejoudmiseks aega

siis

1,2 1,382—1,22
1,38 —1,2sinp 1,38 —-1,2- 35 =55
r= Ccos - /0,4644 = ~da 0,4644 ~ 0, 68.
1,38 1,38

Vastus: Aega kulub 0,68 tundi ehk 40,8 minutit ja aerutada tuleb vastuvoolu suunas, mis
moodustab joe iiletamise ristsuunaga nurga 60, 4°.

Ulesande 6 lahendus (Pilve Uussaar).

Selleks, et muutumispiirkond sisaldaks arvu 2 peab y=2. Saame

sinz + a

cos2r —2

Korrutame molemaid pooli cos 2z — 2, sest cos 2z # 2, kuna cos2x € [—1;1].
sinz +a=2cos2x —4
Teisendame saadud avaldise ruutvorrandiks:
sinz +a = 2(cos® v — sin®z) — 4

sinz +a = 2(1 —sin®x —sin®x) — 4

sinz+a=2—4sin>z — 4



4sin’z +sinz + (a +2) =0

Lahendame saadud ruuvorrandi:

—1+1-4-4a+2) —14+/—16a—31

sinxyo = =

2-4 8

Siit saame leida = védrtused, kui —16a — 31 > 0 ja sinz € [—1;1].
Esimesest tingimusest saame, et

31
—16a > 31 <= a < ——.
a > a < 16

Edaspidi eeldame, et a < —i’—é ja leiame lisatingimused a vaartustele teisest tingimusest:
—1 <sinz < 1.

Asendame sin z ja teisendame seda ahelvorratust

< -1+ +v/—16a — 31 <1
S 3 S
—8< —-1+vV—-16a—-31<8|+1
—7<+v—16a—-31 <9

Meile piisab, kui kasvoi iiks sin x annab lahendi, selleks on vaja, et

—7<+y/—=16a—-31 <9 voi =7 < —y/—16a — 31 < 9.

Lahendame esimese vorratustesiisteemi.

v —16a — 31 > =7
vV—16a —31 <9

Kuna v/—16a — 31 > 0 iga a korral (kui a < —i’—é), siis ka /—16a — 31 > —7 iga sellise a
korral. Samal pohjusel, et v/—16a — 31 > 0 iga a korral voime teise vorratuse tosta ruutu
ning saame, et

—1

-8

—16a — 31 <81 <= —16a <112 <= a > -7

Arvestades, et a < —i’—é, saame voimalikeks parameetri vaartusteks a € [—7;

Lahendame teise vorratustesusteemi.

—v/—16a — 31 > -7
—v—16a — 31 <9

Kuna v/—16a — 31 > 0 iga a korral, siis ka —y/—16a — 31 < 9 iga a korral. Korrutame

esimese vorratuse -1-ga ning kuna siis on molemad pooled mittenegatiivsed, saame tosta
need ruutu.

31
_E]

V—16a —31 <7 <= —16a—-31 <49 <= —16a <80 <= a > -5

31

16 i)

Arvestades, et a < —3¢, saame voimalikeks parameetri vidrtusteks a € [—5; —{5

Oleme saanud, et a € [-7;—31] voi a € [-5;—2]. Seega vorratuse muutumis-
piirkond sisaldab arvu 2, kui vahemalt iiks nendest tingimustest on taidetud ehk

a € [-T;—%].



