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Matemaatiline analiius

1.1. Funktsioon, funktsiooni piirvaartus ja
pidevus

Ul 1.1. Ehitusplatsil on hoone seina #érde ladustatud ehitusmater-

jal (vt. joonis), kusjuures selle kuhja laius ja korgus on vastavalt
2 m ja 1 m. Teatud t66de teosta-
miseks hoone seinal asetatakse redel
selliselt, et redeli iillemine ots toetub
seinale, redeli alumine ots on maapin-
nal ja redel puutub ladustatud ehi-
tusmaterjali. \
NB! Libisemise viltimiseks fikseeri- S
takse redeli asukoht maapinnal vaia- :
dega. Esitage redeli pikkus L = L(6)
funktsioonina nurgast 6, mille redel  , chitusmaterja \
moodustab maapinnaga. Leidke selle N 2m (o
funktsiooni méiaramispiirkond X. 0 A B

Lahendus. Redeli pikkuse L (joonisel 16igu BD pikkus) saame avaldada tédisnurksest
kolmnurgast OBD.

OB 2+AB 2  AB
cosf ~ cos@®  cosf  cosf’

L=BD =

5



6 1. peatiikk. Matemaatiline analiiiis

Kolmnurgast ABC' avaldame 16igu AB pikkuse

1

AB = .
tan 6

Asendadaes saadu tulemuse suuruse L avaldisse saame

2 112 1
cosf  cosf tanh  cosf = sinf’

L(6) =

Imselt # > 0 (kui # = 0, siis on redel paralleelne seinaga ja 6 < 7. Jarelikult otsitava
funktsiooni L(f) maaramispiiekonnaks on vahemik X = [0, Z],

Vastus: L(0) =

Ul 1.2. Umarpalgist labimooduga d saetakse vilja ristkiilikukuju-
lise ristloikega tala, kusjuures tala ristloige on maksimaalse pind-
alaga. Tala kandejoud F' on vodeline aluse a ja korguse h ruudu
korrutisega (olgu selleks vordeteguriks ). Esitage tala kandejoud F
funktsioonina tala alusest a eeldusel, et palgi 14bim6ot d on fiksee-
ritud. Leidke selle funktsiooni méaramispiirkond X.

Lahendus. Ulesande kirjeldusele vastav joonis on

h e \

Korgus h avaldub aluse a kaudu h(a) = vd? — a?. Jérelikult tala kandejoud on
Fla)=k-a- (h(a))sz-a-(dQ—aQ).
Tlmselt a ei saa olla negatiivne ega suurem palgi diameetrist d, seega X = [0, d].

Vastus: F(a) = k- a- (d*> —a?), X =0, d].
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Ul 1.3. Alar Leibak Avaldage tala (vt il 1.2) kandejou muut AF

aluse muudu Aa kaudu. Uurige tala kandejou muutumist punktides

a= g jaa= % ning skitseeige vastavad graafikud.

Lahendus. Funktsiooni muudu AF' arvutamiseks tuleb arvutada funktsioon vaidrtuste
vahe

AF = F(a+ Aa) — F(a) =
= k(a + Aa) (d2 — (a+ Aa)Q) — ka(d® —a®) =
=k [Aa(d2 — 3a2) — Ad*(3a + Aa)}
Punktis a = g on tala kandejou muut AF seega
3d’ 3d
AF N 2———A2—A):
a=d/2 K/( a(d 4 ) “ (2 + a)
2
= nAa(dZ — Aa3—2d - Aa2).

Vastav graafik on joonisel kujutatud sinise varviga.

Punktis a = % on tala kandejou muut

AF :/<;<Aa(d2—£) —Aa2<ﬁ+Aa)) =

3 73
= —kAa® (\/?:d + Aa) .

a=d/V3

Nieme, et Aa muutudes (ehk ristloike laiuse muutudes) tala kandejoud alati viheneb.

Kandejou muut punktis a = % on kujutatud joonisel oranzi véirviga.
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Ul 1.4. Otsustage, kas iilesandes (1.2) leitud tala kandejoud F on
pidev funktsioon tala ristoike laiusest a.

Lahendus. 1 variant. Funktsioon
F(a)=k-a-(d® —d?)

on kogu reaalarvuse hulgal méaratud elemantaarfunktsioon. Kuna iga ielentaarfunkt-
sioon on pidev oma méadramispiirkonna sisepunktides, siis tala kandejéud F on pidev
funktsioon 16igul [0, d].

II variant. Fikseerime punkti a € [0, d] ja arvutame piirvidartuse

lim AF = Alérgo [F(a + Aa) — F(a)] =

Aa—0
= Al(iIIEO [m(a + Aa) (d2 — (a+ Aa)2) — ka(d® — aQ)} =

= i Aa(d® - 3a®) — Aa*(3a + Aa)| = 0.
A(llrilofi[ a( a ) a”(3a + a)]
Saadud vordus kehib vahemiku (0, d) suvalises punktis a. Vahemiku otspunktides a = 0

vOi @ = d uurime iithepoolseid pidevusi:

a=0: lim AF = lim k[Aa(d® —3-0°) — Aa®(3-0+ Aa)] =0,
Aa—0 Aa—0

a=d: lim AF = lim k[Aa(d®—3-d”) — Ad®(3-d+ Aa)] = 0.
Aa—0 Aa—0

Definitsiooni pohjal on tegemist pideva funktsiooniga 15igul [0, d].

Vastus: Funktsioon F'(a) on pidev 15igul [0, d].
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Ul 1.5. Jaan Janno Puhta vee tihedus soltuvalt temperatuurist on
ruutlahenduses jargmine:

{917 —0.157 —0.000372, kui —273.15<T <0

1000 — 5 (4 — T)?, kui 0 < T < 100.

kus tiheduse p iithik on % ja temperatuuri thik on °C. Skitseerida
funktsiooni p(T") graafik T' € [-100, 100]. Mis liiki katkevuspunkt
on funktsioonil p(T') argumendi vddrtuse 7' = 0 korral. Arvutada
ithepoolsed piirvadrtused

lim p(T) ja lim p(T).

T—0— T—0+
Lahendus. Graafik
1000 T T T o — T T u|
~_
990 S 4
N
980~ \ 1
\\
aTo \ 4
"'E“ 960 - N
g
= 950 1
940 il
90k
20t —— 1
10 \ . \ . |
-100 =80 -60 -40 =20 o 20 40 60 B0 100
T('Q)

Punktis T' = 0 on esimest liiki katkevuspunkt, hiippekoht. Uhepoolsed piirvidrtused:

4216

962

lim p(T) =917 ja lim p(T)= 1000 —

T—0— T—0+

~ 999.93.

Vastus: Funktsioonil p(T) on punktis 7" = 0 esimset liiki katkevus.
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Ul 1.6. Ringikujulise ristldikega torul diameetriga do on vahemikus
x € (=1, 1) kitsend (vt joonist). Kitsendi ristldige on samuti ringi-
kujuline, selle diameeter soltub koordinaadist x ja avaldub valemiga
d(z) = dy + a(x? — 1), kus @ on mingi arv vahemikus (0, dg). Torus
voolab vedelik, mille kiirus kitsenemata osas on vg. Avaldada vede-
liku kiirus v(z) kitsenenud osas. Mis liiki funktsiooniga on tegemist
(poliilnoom, ratsionaalfunktsioon, eksponentfunktsioon vms)? Milli-
se a vaartuse korral on maksimaalne kiirus 2vg?

w 0. ]

?

-1 0 1 z

T

Lahendus. Kui torus voolava vedeliku kiirus on v, tihedus on p ja toru ristléike pindala
on S siis toru ristldigetr ajaiihikus ldbiva vedeliku mass on pSv.

Olgu vaadeldava toru ristléike pindala kitsenemate osas So ja kitsenenud osas S(z).
Massi jaavuse pohjal saame vorduse

0Sovo = oS(z)v(z), =€ (-1, 1).

Seega
Sovg = S(z)v(z), z€(-1,1)
ja
So vo
= -1, 1).
va)= G we (L)
do \ 2
Kuna Sf?c) = (W;)) , saame jargmise valemi v(x) jaoks:
d? vo dj vo
= = _1 1 .
Nieme, et funktsioon v(z) on ratsionaalfunktsioon.
2
Leitud kiirus on maksimaalne x = 0 korral. Siis v(0) = [ddo%. Lahendades vorrandi
0— a
M = 2v9 muutuja a suhtes, saame a = (1 — -+.)d
[do — a2 0 J ) = 73 )do-

Vastus: Funktsioon v(x) on ratsionaalfunktsioon ja kiirus 2vo saavutatakse siis, kui

kordaja a = (1 — %)do.
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Ul 1.7. Teatud ehituskauba néudlus- ja pakkumisfunktsioonid on

D, = 100 — 4p,,
Sy =50 +pi_1,

kus

Dy — on néudlus (ithikutes) perioodil ¢,
St — on pakkumine (ithikutes) perioodil ¢ — 1,

Pt, Pr—1 on toote hind vastavalt perioodil ¢ ja t — 1. Eeldades, et
noudmine ja pakkumine on tasakaalus D; = S, leidke kauba piir-
hind p*. Néidake, et toote hind perioodil ¢ avaldub kujul

pe=(- i)tHo. (1.1)

Lahendus. Piirhinna p* leidmiseks arvutame piirvaartuse vorduse Dy = S; molemalt
poolt

lim (100 —4p,) = 100 —4p",
t—+4o00

lim (50 +pi—1) = 50+p”
t—+o0

ja saame vorduse 100 — 4p™ = 50 + p*. Selle vorrandi lahendiks on piirhind p* = 10€.

Ulesande teise poole lahendamiseks asendame hinna p; valemi (1.1) néudlus- ja
pakkumisfunktsiooni D; ja S: avaldisse ning néitame, et kehtib vordus D; = S;:

D 4 1 t 1t71
. = 100—4- (_Z) +10 _60+(—1) ,

1t71 1 t—1
S, = 50+<71) +10:6t+(71) .

Vastus: Piirhind p* = 10€ ja D; = S;.
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Ul 1.8. Vintpall on iiks eksootilisemaid viskeid pesapallis. Lo6jad
kirjeldavad seda kui palli, mis liigub ettearvamatult vasakule, pare-
male, iiles voi alla. Tiitipilise vintpalli liikumise kiiruse juures 277
on palli horisontaalne (vasak/parem) asukoht 166giruudus (cm) an-
tud valemiga:

o) = 2.54[%7 _ % sin(2.720)],
kus w on palli péorlemise kiirus radiaani sekundis. Leia, milline on
166ja jaoks koige sobivam palli poorlemise kiirus ja milline on koige
sobivam palli péorlemise kiirus viskaja jaoks. Joonista palli korva-
lekalde graafik soltuvalt podrlemise sagedusest ja vajadusel kasuta
piirvdartuse leidmist korvalekalde arvutamiseks.

J

Lahendus. Esitame palli korvalekalde graafiku soltuvalt sagedusest w. Graafikult on
naha, et viskaja jaoks kdige sobivam palli poorlemise kiirus on w ~ 1 rad/s juures ja
166ja jaoks, kui pall ei poorle. Siiski, me ei saa hetkel véita, et kui pall ei poorle, siis on
palli kdrvalekalle tapselt 0, sest meil tekib avaldises 0-ga jagamine.

Veendume selles, leides piirvdartuse, kui palli péérlemise kiirus ldheneb 0-le.

. 1.7 5
wllgl_o[j ~ 8 sin(2.72w)]
Teades, et
lim sin(2.72w) _1

w—0  2.72w
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saame avaldada jargmiselt

lim 17 lim 5-2.72 sin(2.72w) _

w—+0 W w—+0 8w 2.72w
o (17 LT
w40 W w

ehk toesti korvalekalle f(w) on null, kui w = 0.

Ly = N N g w
=) &) =) ) =) 5

Kérvalekalle f(w) (sentimeetrites)

o
5

©
=)

Po6riemiskiirus w (rad/s)

Vastus: Kui palli péorlemiskiirus w — 0, siis korvalekalle f(w) — 0.

Ul 1.9. Vundamendi aluse pinnase vajumine on antud seosega

_4$3—3SE2—|—2$—3
N r—1

s(x)

(millimeetrites), kus z tdhistab pinnase stigavust meetrites. Leida
vajumi vaartus, kui x ldheneb iihele meetrile.

Lahendus. Leiame piirvidartuse
. 4z® -3z +22 -3 . (42® — 32% + 22 — 3)’ . 1227 — 6z 42
lim = lim =lim ——  — —
z—1 z—1 z—1 (z—1) z—1 1

8.

Vastus: Vajumi vadrtus on 8 mm.
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Ul 1.10. Leidke pingejaoturi (vt joonis) takistil R3 olev pinge viér-
tus U(Rg2) soltuvalt muuttakisti Ry vadrtusest (0 < Ra < Romaz) ja
skitseerige selle funktsiooni graafik.

Lahendus. Kasutame Ohmi seadust

U=1R, i
Ry
kus I on voolutugevus ja R on takistus.
Seega 1 4
| R _ Uo
Uo T
U(R2)=IR3 = ———F—R
(o) = Ihs = R T Ry
R3
kus Uy on toiteallika pinge ja R1+R2+ R3 L
on jadaiithenduse kogutakistus.
Selle funktsiooni graafik on allpool oleval Pingejaotur
joonisel.
U(R,)
UpRs
Ri+R3
IJ"DR:}
Rl +R2maa.‘ +R3

RZm ar R2



1.1. Funktsioon, funktsiooni piirvidrtus ja
pidevus

15

Ul 1.11. Ehitusettevottel on remondifond, kuhu on kogunenud
200000 eurot. Jargmise nelja kuu jooksul pole plaanis seda raha
kasutada ning see hoitakse pangas tdhtajalisel hoiusel, kus intressi
arvestatakse liitintressi meetodil aastase intressimaaraga 3%. Int-
ress kapitaliseeritakse iga kuu l6pus. Nelja kuu jooksul on igakuised

inflatsiooniméirad vastavalt 1,5%, 2,1%, 0,8% ja 1,8%.

1. Leia remondifondi nominaalne tulevikuvidirtus ja nomi-

naalne juurdekasv nelja kuu pérast.

2. Arvuta nelja kuu hinnaindeks.

3. Leia remondifondi reaalne tulevikuvidirtus ja reaalne

juurdekasv.

Lahendus. 1. Nominaalne tulevikuviairtus ja nominaalne juurdekasv
P6éhisumma on P = 200 000 eurot, aastane intressimaar r = 0,03. Intress
kapitaliseeritakse iga kuu 16pus, seega on kuine intressiméar

r 0,03

T2 12

= 0,0025.

Perioode on n = 4 (neli kuud). Liitintressi korral on tulevikuvdirtus
S =P(1+4)".

S =1200000- (1+ 0,0025)4 ~ 200000 - 1,01003756 =~ 202 007,51 eurot.

Nominaalne juurdekasv on
S — P ~202007,51 — 200000 = 2007,51 eurot.
2. Hinnaindeks nelja kuu jooksul Inflatsiooniméédrad on
h1=15%, he=21%, hs=0,8%, hs=1,8%.
Seega hinnaindeks on

I, 100 - (1 + h1/100)(1 4 h2/100)(1 + h3/100)(1 + ha/100) =

= 100-1,015-1,021- 1,008 - 1,018 ~ 106,34.

3. Reaalne tulevikuviirtus ja reaalne juurdekasv Reaalne tulevikuviértus

leitakse valemiga
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kus S on nominaalne tulevikuvéértus ja I, hinnaindeks.

100

C ~ 202007,51 -
’ 106,34

~ 202007,51 - 0,9407 =~ 189 963,9 eurot.

Reaalne juurdekasv on
C — P ~ 189963,9 — 200000 ~ —10036,1 eurot.

Seega kuigi nominaalselt suurenes remondifond umbes 2007,51 euro vorra, on
inflatsiooni tottu fondi reaalne ostujoud vahenenud ligikaudu 10036 euro vorra.

Vastus: Nominaalne juurdekasv on 2007,51 eurot, reaalne juurdekasv —10036 eurot.

Ul 1.12. Ehitusfirma plaanib rajada viikese kortermaja. Esialgse
eelarve jargi tuleb krundi ostuks, projekteerimiseks ja ehituse alus-
tamiseks kohe (ajahetkel ¢ = 0) teha 2,0 miljoni euro suurune vélja-
minek. Ehituse kaigus selgub, et materjalide hinnatdus ja projekti
muudatused pohjustavad lisakulusid 0,2 miljonit eurot nii esimese
kui ka teise aasta 16pus.

Pérast maja valmimist hakatakse kortereid vélja iilirima. Alates
kolmanda aasta lopust kuni kaheksanda aasta 16puni eeldatakse
iga-aastaseks kasumiks (iiiiri-laekumised miinus jooksvad kulud) 0,6
miljonit eurot.

Ehituse finantseerimiseks kasutatav kapital maksab firmale 8% aas-
tas (diskontoméaar k = 0,08).

1. Koosta projekti rahavoogude skeem aastate 0-8 kohta.

2. Arvuta projekti niiidispuhasviartus NPV diskontoméaéraga
k = 8%.

3. Tolgenda saadud N PV-d: kui suur on projekti “tegelik vaar-
tus” tdnases rahas ning kas sellistes tingimustes on projekti
moistlik ellu viia?

Lahendus. 1. Rahavood (miljonites eurodes) aastate kaupa:

Aastat | 0O 1 2 3 4 5 6 7 8
Rahavoog R; | =20 —0,2 —02 06 06 06 06 06 06
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Esimesel kolmel aastal on rahavood negatiivsed (investeeringud ja lisakulud), seejéirel
positiivsed (liiirist saadav kasum).

2. Nitdispuhasvidrtuse definitsiooni jérgi

8
— Rt
NPV = ; T

kus k = 0,08.
Kirjutame summa lahti (miljonites eurodes):

8

—-2,0 —0,2 —-0,2 0,6
NPV = —2 ’ ’ 2
@080 T o8y T {082 T 2= (08

t=3

Viimased kuus positiivset rahavoogu moodustavad tavaannuiteedi suurusega R = 0,6
miljonit eurot, kestusega n = 6 aastat, mille esimene makse toimub ajahetkel ¢ = 3.
Koigepealt leiame selle annuiteedi niiiidisvdartuse ajahetkel t = 2:

1—(1+k)™" 1—(1,08)"°
PViso=R- % =0,6- % = 2,774 miljonit eurot.
Toome selle vaartuse ajahetkele t = 0:
PV,— 2,774
PVi_o = Viez 2774 2,378 miljonit eurot.

(1,08)2 ~ 1,082

Seega kogu projekti niitidispuhasvaartus on

0,2 0,2
NPV ~ -2,0—- —— — — 2 .
v 0= 108 1082 " 378
Arvutame ligikaudsed vaartused:
0,2 0,2
— ~0,1 ~— ~ 0,171
108~ 0185 Tosz ~ 017
seega
NPV ~ —2,0 — 0,185 — 0,171 4 2,378 = 0,021 miljonit eurot
ehk

NPV ~ 0,021 - 10° € ~ 21400 €.

3. Niiiidispuhasvaértus on positiivne, NPV = 21 000 eurot. See tdhendab, et kui
diskonteerime koik tulevased rahavood 8% diskontoméiraga tanasesse paeva, siis
iletab projekti tulevikukassavoogude niilidisvaartus esialgset investeeringut ligikaudu
21 tuhande euro vorra.

Teisisonu on ehitusprojekti tegelik vddrtus tdnases rahas umbes 21 tuhat eurot suurem
kui vajalik alginvesteering. Seega on projekt antud eelduste ja diskontomééara korral
napilt tasuv ning selle ellurakendamine on majanduslikult péhjendatud, eeldusel, et
lisariske (materjalide hinnatéusu jatkumine, tiihjad korterid jms) hinnatakse
vastuvoetavaks.
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1.2. Tuletis ja diferentsiaal

Ul 1.13. Keha liikumise avaldis on x(t) = 3t% + 4t + 7 (m). Arvuta
keha kiirus ja kiirendus ajahetkel t =1 s.

Lahendus. Kiirus on keha asukoha tuletis ajas

o(t) = Z—i = %(3t2+4t+7):6t+4.

Seega kiirus v(1) = 10 m/s. Kiirendus on kiiruse v = v(t) tuletis

_dv _d - 2
a=— 7dt(6t+4)76m/s'

Vastus: Keha kiirus ajahetkel ¢ = 1 on v = 10 m/s ja kiirendus a = 6 m/s>.

Ul 1.14. Keha alustab litkumist ajahetkel t = 0 mingi algkiirusega.
Keha asukohta kirjeldab avaldis

2
z(t) = —th + 16t + 2.

Leia keha algkiirus ja aeg, mille jooksul keha jaab seisma. Mis on
keha kiirendus, kui ta seisma jaab?

Lahendus. Keha kiirus on asukoha tuletis aja jérgi
dx d 2 2 4
t)=—=—|(—=t 16t+2) = —=t + 16.
o) =G = g (57 160 2) = g0
Ajahetkel t = 0 on algkiirus v(0) =
Keha jaab seisma, kui kiirus v =0

—%-0+16 =16 m/s.

—§t+16:0:>t:125‘

Keha kiirendus on kiiruse tuletis

_dv

a(t) = o = %(f 4/3t + 16) = ,% m/s>.

Keha kiirendus on konstantne ja paigalseisus on see —% m/sQ.

Vastus: Keha algkiirus on 16 m/s ja kiirendus peatumise hetkel —% m/s?.
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Ul 1.15. On antud punkti liifkumisvorrandid

x = 2t3 — 8¢2,
y = 3t2 — 12t,

kus x ja y on esitatud meetrites ning aeg t sekundites. Leida punkti
kiirus ja kiirendus ajahetkedel t = 1s, t = 2s ning t = 3s.

Lahendus. Koordinaadi tuletis aja ¢ jargi on punkti liikumise kiirus vastava
koordinaadi suunas

ve =T g2 1
dt S
dy m
=— =6t—12 —.
el dt S
Kiiruse tuletis on kiirendus
Vg m
= — =12t - 16 —
e =0 s2’
VY _ e
YW= s2’

Vastus: Leitud kiiruse ja kiirenduse véddrtused on koondatud tabelisse.

t(s) | v (2) | oy () | as (%) | (B)

1 —10 —6 -4 6

B

2 -8 0 8 6
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U1 1.16. Miirsk liigub ballistilisel trajektooril. Miirsu liikumisvor-
rand on

x = 250¢,
y = 430t — 4.9¢%.

Maarata miirsu lennuaeg, trajektoor, samuti miirsu kiirus ja kiiren-
dus selle langemise hetkel ning maapinnale langemise nurk.

Lahendus. Mirsu trajektoori vérrandi leidmiseks, ellimineerime liikumisvérrandist
ajat

¢ = y=1.72z — 0.0000784z>.

-
250
Miirsu langemiseks kuluva aja saame liikumisvorrandist
y =430t —4.9t> =0,
millest leiame, et
t1 =0, to &= 87.755 s.
Kiirusvektori projektsioonide leidmiseks arvutame liikumisvorrandist tuletised
dx m dy m
== =9 = = — =430-09. = . 1.2
YT 50(5)’ T 30 98t<s) (12)
Kiirusvektori koordinaadid miirsu langemise hetjel ¢2 on

U= (250,—430) = v =4/250%+ (—430)2 ~ 497
Leiame nurga «, mille kiirusvektor moodustab langemise hetkel z-teljga

vy 250 A
cosa—7—497~0.503 = a=x60".

Kiirendusvektori @ projektsioonide leidmiseks arvutame kiirusvektori projektsioonidest

(1.2) tuletised
v m v m
= o(B), a= o as(D).
4= (s2) T s?
Ainus kiirendusvektori projektsioon on suunatud allapoole.

y
10000
8000
6000
4000

2000 )
X

X
5000 10000 15000 20000 vq
Yy \

Vastus: Miirsu lennuaeg t ~ 87.75s, kiirus v & 497 2, kiirendus a = 9.8 7 ja
langemisnurk maapinnale on « & 60°.
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Ul 1.17. Tornkraana tostab keha massiga m. Tuule mojul keha
vongub amplituudiga xg = 0.4 m ja sagedusega f = 0.5 Hz.
Kui suur on vonkuva keha maksimaalne kiirus ja kiirendus?

Lahendus. Keha liikumist kirjeldab harmooniline aja funktsioon:
z(t) = zosin(wt) = zo sin (27rf t) (m),

kus w on ringsagedus ja t aeg.

Ringsagedus

w=2rf=2r-05=3,14 (%)

Keha kiirus on

dz m
= o7 = woo cos(wt) (;)

ja kiirendus

d
a= d—: = —w?zg sin(wt) (g)

Seega maksimaalne kiirus ja kiirendus on vastavalt

Umax = wxo= 3.14-0.4=126 (?)

Gmax = w?zo= 3.14%.0.4=3.95 (g)

Vastus: Vonkuva keha maksimaalne kiirus ja kiirendus on vastavalt v = 1.26 = ja
a=3.9513.



22 1. peatiikk. Matemaatiline analiiiis

U1 1.18. Jogi, mille laius on a ja mille kaldad on sirged ja paralleel-
sed, voolab otse pohja suunas kiirusega u. Punktid O ja A asuvad
vastaskallastel ning punkt A on otse ida suunas punktist O. Koor-
dinaatteljed OX ja OY on valitud vastavalt ida ja pohja suunas.
Paadiga, mille kiirus vee suhtes on v, alustatakse liikkumist punktist
O, et iiletada jogi. Kui paati juhitakse otse ida suunas ja v muutub
z-i jérgi jirgmiselt: u = z(a — z) 3. Leida:
a) paadi trajektoori vorrand,

b) aeg joe tiletamiseks,
c) paadi absoluutne kiirus vastaskaldale joudmisel,
d) paadi siirdevektor vastaskaldale joudes.

Lahendus. Olgu ¥, paadi kiirus joe suhtes, ¥} joe voolamise kiirus ja ¥p, paadi
absoluutne kiirus. Siis kehtib seos

- - -
Upa = Up + Uj,
milles |Up| = v ja |¥;| = u. Kiiruskomponentide seos koordinaatidega = ja y
x

dt

y v
Uyzaza:(a—w)ﬁ

Vg =

Nendest vorranditest voime tuletada seose
dy _ z(a—1)
de a?

voi
ja integreerides

saaime

a) See on paadi trajektoori vorrand.
b) Aeg joe iiletamiseks on
a
t=— =uajv.
Vg /
¢) Kui paat jouab vastaskaldale, siis z = a ja vy = 0. Seega paadi kiirus on v, = v.

2

d) y = & — 35 = §. Paadi siirdevektor (a, §)
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Ul 1.19. Ehitusmaterjali tootva ettevotte kulud avalduvad valemi-
ga

C =10"°¢% + 0.2¢ + 30 kEUR,
kus ¢ on toodangu maht tonnides. Konkreetne toodangu maht on

100 tonni nidalas. Kasutades diferentsiaali lahendada jargmised
iilesanded.

1) Millised on taiendavad kulud, et suurendada toodangu mahtu
5 tonni vorra nédalas?

2) Kui palju on voimalik suurendada toodangut, kui kulusid suu-
rendada 2000 EUR vorra nddalas?

Lahendus. Ettevotte kulude C(g) diferentsiaal avaldub valemiga
dC = C'(q)dg = (3-107°¢* + 0.2)dq.

Toodangu mahu g = 100 korral C’(g) = 0.5. Seega dC = 0.5dq. Jarelikult on C ja q
muudud seotud jargmiste ligikaudsete valemitega:

AC = 05Aq <& qu%.

Vastus: 1) Aq=5 = AC = 2500EUR nédalas.

2) AC =2 = Aq = 4 tonni nddalas.

Ul 1.20. Joonisel kujutatud funktsionaalselt gradeeritud materja-
list tala ruudukujulise ristloikega 5x 5cm ja pikkusega 1m koosneb
kolmest osast: metall tihedusega 7800% (hall), keraamiline mater-
jal tihedusega 1500% (pruun) ja gradeeritud iileminekuala nende
vahel (varv muutub). Modelleerida materjali tihedust tileminekualal
kuuppoliinoomiga selliselt, et materjali tihedus kogu tala ulatuses
muutuks sujuvalt (st tihedusfunktsioon ja tema tuletis oleksid pide-
vad). Joonestada tihedusfunktsiooni graafik 16igul [0, 1].

0 0.5 0.7 1 z(m)
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U1 1.21. Paljud optilised illusioonid on pohjustatud sellest, et meie
aju (alateadlikult) kasutab puutujat objekti asukoha médramisel.
Oletame, et sa asud kdrbes ja paikned 30 m kaugusel palmipuust.
Néed teatud punkti, mis asub 3 m puu tiivest kdrgemal — see toimub
seetottu, et valgus peegeldub sellelt punktilt ja jouab su silmadeni.

Tavaliselt on hea ldhendus eeldada, et valgus liigub sirgjooneliselt
(joonisel iilemine trajektoor). Kuid kui hutemperatuur muutub jar-
sult — néiteks korbes, kus maapinna ldhedal on 6hk oluliselt kuumem
kui korgemal — siis voib valgus litkuda mitte-sirgjoonelist rada pidi.
Valgus murdub, nagu on n&ha joonise alumisel trajektooril. Meie
aju tolgendab valguse liikumist alati sirgjooneliselt, mistottu arvad,
et see punkt puul asub y = 3 m, nagu iilemise trajektoori jargi,
aga samal ajal ka mingil muul korgusel, nagu alumise trajektoo-
ri jargi. Kui alumise trajektoori kuju on kirjeldatud funktsiooniga
y = 0.00667z% — 0.24x + 3, siis leia selle kovera puutuja vorrand
punktis z = 30 m ning néita, et see puutuja loikab y-telge punktis
y = —3 m. See tdhendab, et "néeksid"punkti nii y = 3 m kui ka
y = —3 m juures, justkui oleks tegemist ideaalse peegelpildiga.

Lahendus. Me tajume objektilt peegeldunud valguse trajektoori puutuja suunas.
Puutuja vorrandi koostamiseks, leiame funktsiooni y tuletise punktis z = 30 m.
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y = %(0.00667332 —0.24z + 3) = 0.0134z — 0.24

y'(30) = 0.16
See on puutuja tous. Puutuja sirge vérrand on
y =0.16(z — 30) + 1.8
Leiame sellel sirgel vaédrtuse, kus z-telg ristub y-ga
y(0) =—-0.6-30+1.8=-3

See tdhendab, et visuaalselt tajuksime punkti mitte ainult korgusel 3 m, vaid ka -3 m
allpool, mis on kujutise peegeldus. See on korbe miraaz — illusioon, mis tekib, kui
valgus murdub kuumast maapinna ldhedasest 6hust iilespoole liikudes.

Valguse trajektoor ja selle puutuja korbes (miraaz)

k |
6 MiraaZi trajektoor (kdver) !
Puutuja punktis x = 30 m :
=== x=30m |
i
4 :
|
1
|
_ i
2 2f f
b= 1
[} 1
v 1
E i
> i

e L T I
i
|
1
i
1
2t !
i
|

1 1 1 1 L
0 10 20 30 40

X (meetrit)
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Ul 1.22. Joonisel kujutatud maanteel liheb sirge teelsik iile ring-
joone kaareks, mille keskpunkt on B(200,100) ja raadius on 100.
Ilmselt ei ole selline tee ohutu, sest punktis P(200,0) tuleb rooli
jarsult keerata, vastasel juhul voib teelt vilja soita.

Kirjeldada maanteele vastava joone omadusi punkti P iimbruses
tuletiste ja nende pidevuse abil. Tapsemalt: koostada funktsiooni
y(x) valem 16igul [0,300], leida y/'(z), ¥”(x) ning uurida y, ' ja y”
pidevust z = 200 korral. Milline neist kolmest funktsioonist katkeb?

B
100 T

y (m)

x (m)

Ul 1.23. Auto, mille rattad ei haardu teekattega, jitkab kurvis lii-
kumist moédda kurvi kirjeldava joone puutujat. Auto séidab suure
kiirusega ringraja parabooli y = —%- + 5 kujulises kurvis vasakult
paremale ja kaotab juhitavuse punktis A(2, 3). Millises punktis s6i-
dab auto ringraja korval olevasse turvavalli, kui see on paigutatud
kurvi kujulisele paraboolile, mille haripunkt on 2 ithikut korgemal?

Ul 1.24. Auto, mille rattad ei haardu teekattega, jitkab kurvis
litkumist moéda kurvi kirjeldava joone puutujat. Auto séidab ring-
rajal suure kiirusega ja kaotab kurvis juhitavuse ning peatub tur-
vavalli punktis A(3,6). Millises ringraja kurvi punktis kaotas vasa-
kult paremale liikuv auto juhitavuse, kui kurvi kirjeldav joon on
y=-% +2+35
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Ul 1.25. Materjali punktis kirjeldab pinget vorrand
o(z) = 223 — 522 + 3z (Paskalites),

kus x on siire meetrites. Leia pinge muutus siirde muutumisel, kui
r =2 m.

Lahendus. Pinge muutumist kirjeldab tuletis

9o 6 qpts = @

= =6-22-10-2 =7 Pa/m.
I i 6 0-243=7Pa/m

Vastus: Siirdele 2 m vastab pinge muutus 7 Pa/m.

Ul 1.26. Ehitusel méddetakse vérskelt valatud plaadi sisetempera-
tuuri. Moo6tmised annavad jargmised tulemused:

« valamise hetkel (¢ = 0 tundi) on betooni temperatuur 18°C;

e kolme tunni parast (f = 3 tundi) on betooni temperatuur
32°C.

Ehituse tehniline juhend sétestab, et pragunemise véltimiseks ei tohi
betooni temperatuuri muutumise kiirus iiletada 2°C tunnis.

Eeldame, et betooni temperatuuri funktsioon 7'(¢) on perioodil [0, 3]
pidev ja vahemikus (0, 3) diferentseeruv.

Niita, et nende m66tmiste pohjal saab kindlalt viita, et teatud het-
kel esimese kolme tunni jooksul iiletas temperatuuri muutumise kii-
rus lubatud piiri 2°C tunnis.

Lahendus. Valamise hetkel on
T(0) = 18,

kolme tunni péarast
T(3) = 32.

Betooni temperatuuri keskmine muutumise kiirus ajavahemikul [0, 3] on

T(3)—-T(0) 32-18 14 .
3-0 3 3 67°C/
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Kuna funktsioon 7T'(t) on antud tingimuste pohjal pidev 15igus [0, 3] ja diferentseeruv
vahemikus (0, 3), saame véita, et leidub arv c € (0, 3) nii, et

T'(c) = w = 1—; ~ 4,67°C/h.

Seega mingil hetkel ¢ = ¢ esimese kolme tunni jooksul oli betooni temperatuuri

muutumise kiirus
T'(c) ~ 4,67°C/h,

mis on oluliselt suurem kui juhendis lubatud 2°C/h.

Jarelikult on juhendmaterjali nduet nende moéétmiste pohjal rikutud: mingil ajal
esimese kolme tunni jooksul muutus betooni temperatuur liiga kiiresti.

Ul 1.27. Tootajate arv ettevotte tehases ajahetkel ¢ on kirjeldatav
funktsiooniga
g(t) =10In(t+ 1) + 2,

kus ¢ on aeg tundides alates kella 8:00 (iihik: inimest).
a) Mitu to6tajat on tehases kell 10:007
b) Leidke to6tajate arvu muutumise kiirus kell 10:00.

c¢) Prognoosige diferentsiaali abil to6tajate arvu kell 11:30
(alghetkeks lugeda 10:00).

d) Leidke tootajate keskmine arv ajavahemikus kell 8:00 kuni
12:00.

Lahendus. Kell 8:00 on t = 0, kell 10:00 on ¢ = 2, kell 11:30 on ¢t = 3,5, kell 12:00 on
t=4.
a) Tootajate arv kell 10.00

g(2) =10In3 + 2~ 12,99.

13 tootajat.

b) Muutumise kiirus kell 10.00

10
T+ 1

10

g'(t) g'(2) =5 ~333.

Tootajate arv kasvab kiirusega umbes 3,3 inimest/tunnis. ‘
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c) Prognoos diferentsiaali abil kell 11.30

At=35-2=15 Agrg(2)At=— 15=5.

9(3,5) ~ 12,99 + 5 = 17,99.

‘ Umbes 18 tootajat. ‘

d) Tootajate keskmine arv ajavahemikus 8.00-12.00
Funktsiooni g(t) keskmine véartus 16igul [0, 4]:

1! 1!

Lahendame:
/101n(t+ Ddt=10[(t+1)In(t+1) — (t+1)],
/ 2dt =21,
Seega
4 4
/ g(t)dt =10[(t+ 1) In(t + 1) — (£ + 1)]g + 2t .
0
Arvutame:

10[(5)ln5—-5—(1-In1—1)] +8.
Kuna In1 = 0, saame
10(5In5-5+4+1]+8=10[5In5 — 4] + 8.
Ligikaudne véartus:
5Inb ~ 8,0472, 10(8,0472 — 4) + 8 ~ 48,47.

Keskmine:
48,47

Jkesk = ~ 12,12

Ajavahemiku keskmine to6tajate arv on umbes 12.
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1.3. Ekstreemumite leidmine

U1 1.28. Olgu antud n reaalarvu ag, as, ..., ay. Leidke neile lihim
reaalarv z selliselt, et funktsioonil

fx)=(x—a1)’+ (z—a2)’+ ...+ (z — an)? (1.3)
oleks vahim vaartus punktis z.

Lahendus. Funktsioon (1.3) on diferentseeruv, seetottu leiame esmalt tema
statsionaarse punkti. Arvutame tuletise

fl(@)=2(x—a1)+2(x—az)+...+2(z—an)
ja leiame tuletise nullkoha f'(z) =0

a1 tax+...+an
- .

Niitamaks, et selles punktis on funktsioonil lokaalne miinimum, arvutame f”(z)
ffx)=24+2+...+2=2n>0.

Jarelikult funktsioon on ndgus kogu oma maéadramispiirkonnas R, seega on tal punktis
z miinimum.

a1+a2+~~-+an
" .

Vastus: Otsitav reaalarv on z =

U11.29. Ristkiiliku kujulise plaadi, mille kiiljed on a ja b, nurkadest
16igatakse valja neli vordse pindalaga ruutu. Tekkinud risti kujuli-
sest pinnalaotusest moodustatakse kast, mille korgus vordub ruudu
kiiljega. Leidke vélja loigatava ruudu kiilje pikkus, mille korral saa-
me suurima ruumalaga kasti.

Lahendus. Teeme kasti pinnalaotusele vastava joonise
Kasti ruumala

V(z) = (a — 22)(b— 2z)z = abx — 2ax> — 2ba” + 4
V'(z) = ab — 4ax — 4bx + 122>

(aerf\/aZfaberz), wgzé(a+b+\/a27ab+b2)

V,(ZE) =0 = T =

| =
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7 _ 74\/277be
V//(x) = —4a — 4b + 24x = V//(xl) a ab + <0
V" (z2) = 4va? —ab+ b2 >0

Vastus: Vilja 16igatava ruudu kiilje pikkus peab olema x1 =

Ul 1.30. On vaja ehitada poordsilindi kujuline pealt lahtine tiinn,

mille ruumala on V. Kuidas tuleb valida tiinni m66tmed, et mater-
jali kulu oleks minimaalne.

Lahendus. Olgu silindri raadius r ja korgus h. Siis silindri ruumala

V=nr’h = h = 7‘/2 .
mr
Materjali kuluna tuleb arvestada silindi kiilgpindala ja ithe pohja pindala

2
S=2rrh+7r’= Tv + 7,
Leiame funktsiooni S = S(r) tuletise nullkoha

S/(r):fi—‘:Jr%Tr:O = —V4rr*=0 = r:\?’/%

e () 0"

Vastus: Tinni mootmed peavad olema r = h = {

Ul 1.31. Tuleb projekteerida kolmnurkne aed, mille kaks haara
moodustavad nurga «a. Selle nurga vastaskiiljel olevale aia osale peab

jadma seal kasvav puu. Kuidas tuleb valida aia kolmas kiilg, et aiaga
piiratud pindala oleks minimaalne?

—%(a+b—\/a2—ab+b2).
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Lahendus. Valime koordinaatide siisteemi nii, et koordinaatide alguspunktiks on
nurga « juures olev tipp ja x—teljeks on iiks nurga haar. Nurga teiseseks haaraks on
sirge

y =z tana.

Olgu aia kolmandale osale jadva puu koordinaadid Xo(zo, yo) ja selle 16ikepunktid

Y
O ‘sz(xza J’z)
n@@Q
2\
o ‘X/l(xla O)
X, X, D X

nurga teiste haaradega
Xi(z1, 0) ning Xa(x2, z2tana).

Tekkinud kolmnurga pindala on

tan o
S: B 1 I2.

Punkt X, on kolmandal haaral ja selle vorrand on
y —yo = k(x — x0).

Niiiid tuleb leida selle sirge tous k selliselt, et tekkinud kolmnurga pindala oleks
minimaalne.
Asjaolust, et punktid X; ja X2 asuvad kolmandal haaral, leiame

X1(z1, 0) = —yo = k(z1 — x0) = 1= Lok—yo

Xo(x2, zatana) = metana —yo = k(z2 —x0) = x2= ;:f‘i;nyg

Niitid saame leida sirge tousule k vastava kolmnurga pindala

_tana kro—yo kxo—yo _ tana (kxo — yo)2

S(k) 2 k "k—tana 2 k(k—tana)’

Leiame tuletise

_tana (kxo — yo) (kzo tan o — 2kyo + yo tan o)

/ p—
(k) = 2k2(k — tan «)? ’

mille nullkohad on ¢
k= 2L ja fy = —Jotana
To 2y0 — xo tan «
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Siin osutub sobivaks ainult parameetri vaartus k = k2 ja selle vadrtuse korral on
pindala S = S(k) minimaalne, sest

(w0 — 2yo cot @) 4
Yo (yo cot v — o)

8" (k2) = > 0,

kuna yo cot a — xo < 0.
Leiame kolmanda kiilje otspunktid X ja X2 parameetri vadrtuse k = ko korral

tan

Xi(z1, 0) = X, (konfyo’ 0) = Xl(w7 0)

Xo(z2, z2tana) = Xz(kxo_y" mtanoz) = X2(2y° 2y0>

k—tana’ k—tana tan o’

Kilje X1 X2 keskpunkt K on punktis Xo, sest

1
5 (Xl + X2> = (zo, Yo)-
Vastus: Projekteeritava aia kolmas kiilg tuleb konstrueerida nii, et seal kasvava puu

asukoht poolitab seda kiilge.

Ul 1.32. Kuidas tuleb valida tala (vt Ul 1.2) mootmed, et tala
kandejoud oleks maksimaalne?

Lahendus. Tala kandejoud F' on kirjeldatud pideva funktsiooniga
F(a)=k-a-(d* —d®).

tala ristloike laiusest a. Loigul pidevate funktsioonide omadustest jareldub, et tala
kandejoud F' saavutab 16igul [0, d] maksimaalse vidrtuse (vt. teoreems
ekstremaalsetest vdadrtustest). Suurima védrtuse leidmiseks tuleb kdigepealt leida
funktsiooni F' statsionaarsed punktid (ehk tuletise nullkohad) vahemikust (0, d).
Funktsiooni F' tuletis on

F'(a) = (Ii ca-(d® - a2))/ = k- (d® —3a°).
_d_

V3
(0,d), seepérast vaatame ainult positiivset nullkohta. Arvutame tala kandejou selles

punktis
A\, 4 (p_@)_r2
V3 V3 3 3v3

Kuna 16igu otspunktides on vdirtused

Millest saame, nullkohad a = — % ja a = %. Negatiivne nullkoht ei asu vahemikus

F0)=k-0-(d*=0°)=0 ja F(d)=k-d-(d>—d*) =0,
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siis funktsioon F' saavutab suurima véartuse punktis a = %. Arvutame tala ristloike

korguse h
d? 2
h=1\|d>— = =dy/=.
\ 3 \/;

Vastus: Tala laiuse a korral tuleb valida tala korguseks h = v/2a.

Ul 1.33. Leidke iilesandes (Ul 1.1) toodud redeli lithim pikkus.

Lahendus. Redeli lithima pikkuse leidmiseks leiame funktsiooni L() statsionaarse
punkti(d). Esmalt avaldame tuletise

L'(0) = 2sinf  cosf _ 2(sin 0)® — (cos )
(cos0)?  (sin0)? (cos0)?(sin 6)?

Statsionaarne punkt on

2(sin )’ — (cos#)®> =0 & tanf = ﬁ

Redeli lithim pikkus on seega

Lnin = L(arctan(Zfé)) =Vi+273. (24 V2) ~ 4,16 m.

Vastus: Redeli lithim pikkus on Lyin = 4,16 m.



1.3. Ekstreemumite leidmine

35

Ul 1.34. (Tamm.%) 1953 aasta 31.01-01.02 tormi tagajirjel ujutati
iile osa Hollandist, Belgia loodeosast, Inglismaast ja Sotimaast. Pé-
rast seda iileujutust alustas Hollandi valitsus projektiga, et méarata
tammi optimaalne kérgus. Hollandi matemaatik David van Dantzig”
pakkus vélja, et tammi optimaalne korgus® on jargmise funktsiooni
miinimumkohal (siin = on korgus, mille vorra olemasolevat tammi
tuleb korgemaks ehitada)

WV
S

f(z) =1y + kx + poV <1 + 120> e ", T
kus
Iy + kx — on tammi korgemaks ehitamise kulu,
po — toendosus, et toimub uus iileujutus, kui tammi ei ehitata kor-
gemaks,
V — iileujutuse poolt tekitatav hinnanguline kahju,
0 — intressimaar.
Arvutage tammi juurdeehituse optimaalne kdrgus. Kuidas muutub
tammi juurdeehituse optimaalne korgus, kui iihte parameetritest
o, V, § suurendada.

K. Sydseeter, P. Hammond ja A. Strem, Essential Mathematics for Econo-
mics Analysis, 2012.

v23. september 1900 — 22. juuli 1959

°D. van Dantzig, "Economic decision problems for flood prevention", Econo-
metrica, 24, 1956, lk. 276 — 287.
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Lahendus. Tegemist on diferentseeru-
va funktsiooniga, seetSttu saame miini-
mumkoha leida funktsiooni tuletise null-
koha kaudu. Leiame funktsiooni f tule-
tise
100) —ax

e .

fl(z) =k —apV (1 + 5

Avaldame tuletise nullkoha z*

L eV () 100
x_aln< k <1+ 5))

Kuna

! 1 —Qx
f(z) = a’poV (1 + %) e >0,

siis on toepoolest tegemist funktsiooni
f miinimumiga.

Ulesande teise osa lahendamiseks teisendame z* avaldist

100

z* :l (lna+lnp0+an+ln (1—1—7) —lnk:).
«

Vastus: Arvestades logaritmfunktsiooni monotoonse kasvamise omadust saame:

e parameetrite pp ja V suurenedes tammi juurdeehituse optimaalne korgus

suureneb,

o intressimééra § kasvades tammi juurdeehituse optimaalne korgus viheneb.
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Ul 1.35. Leia tala maksimaalne siire tugede vahel. Tala z-telje suu-
nalist siiret w kirjeldab funktsioon

_ 108
E-T

9.75(x — 1) (z— 1)4]

w(z) (212 - 4.622 + 2.52% : +

kus tala elastsusmoodul E = 210 GPa ja ristloike inertsimoment
I=317.8 cm™.

5KkNm 6 KN/m 4KNL
Y I .

I, %%

e

e

Lahendus. Peame lahendama ekstreemumiilesande. Selleks leiame siirdefunktsiooni
tuletise nullkohad. Kuna tuletise votmisel saame uueks funktsiooniks poliinoomi, mille
maksimaalne aste on 3, siis nullkohtade leidmine analiiiitiliselt osutub keerukaks.
Selleks kasutame Newtoni meetodit, mis véimaldab nullkoha leidmist ligikaudselt
alustades algldhendist. Funktsiooni f(x) nullkoha leiame iteratiivselt
_ f(an)

Tn+1l = Tn f/(xn) s
kus n =1, 2, .. on iteratsiooni samm, x,, on alglidhend, x,1 on nullkoha viartus
jargmisel sammul, f(x,) on siirdefunktsiooni algviértus ja f’(z,) on siirdefunktsiooni
tuletis koordinaadi x jérgi.

Oletame, et suurim siire tekib tugede vahel keskel ja seega votame alglihendiks
x1 = 2.5 m. Nullkoha leidmiseks kasutame funktsiooni, mis on siirdefunktsiooni tuletis

9.75(z — 1)?

> +(x—1)3

fz) = —4.62 + 52 —

ja selle tuletis
flx)=5-975(z —1) 4+ 3(z — 1)°.
Leiame suurused f(z1), f'(z1) ja =2

9.75(2.5 — 1)2
2
F(2.5) =5 —9.75(2.5 — 1) + 3(2.5 — 1)% = —2.88
0.286
T2 =25 g = 260
Jargmiseks votame z2 = 2.6 ja leiame f(x2), f'(72) ja x3

9.75(2.6 — 1)2
2

f(2.5) = —4.62+5-2.5 — + (2.5 —1)* = 0.286

£(2.6) = —4.62+5-2.6 — + (2.6 — 1) = —0.0027
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f1(2.6) =5 —9.75(2.6 — 1) + 3(2.6 — 1)> = —2.92
—0.0027

Néeme, et edasine arvutamine ei ole vajalik, kuna lahend on koondunud ja nullkohaks
on x = 2.6 m. Leiame tala suurima siirde

10°
2109 - 317.8—8

9.75(2.6 — 1)3
6

_ 4
w(2.6) = [2.12—4.62-2.6—1—2.52.62— +(2'64 D } = 0.003m.

Vastus: Tala maksimaalne siire on w(2.6) = 0.003 m.

1.4. Maaramata integraal

Ul 1.36. Leida madramata inetegraal

/ Va2 + x2dx.
Seda integraali kasutatakse kooniliste otstega mahuti ruumala arvutamisel.

Lahendus. Integreerimiseks teeme muutujate vahetuse ja kastutame hiiperboolsete
funktsioonide vahelisi seoseid

r=asht, dxr=acht ning cth—sth:L ch?t=1—sh?t.

=/ a2+x2dx:/\/a2+a25h2tachtdt:a2/ch2tdt=

a2 t t —2t
:Z/(e +e *—/ ‘+2+e )dt

2 2

2
11(2t+1e2t—%e_2t):a—t—ka—(ez/—e_”)— t+—(e +e t)(et—e_f’).

Avaldame muutuja ¢

Lot = Z= (et—e_t) = e —-2-e"—-1=0
a a

1
et=21 %Jrl = e :7(1'+ a2+m2) = t=In
x a a
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+ _+ x++Va?+ a2 a
e +e = + =
a TV T
2
eV t?) +d® Pyt a2 +a’
 alz+VaE+a?) a(x++Va?+ z2) B

2(a? + 22 + Va2 + 22 2v/a? + 22 (z + Va2 + x2
( VETT) ( ) 2 s
a(x++Va?+ z2) a(x++vVa?+z?) a

¢ _+ T+Va*+ 22 a

- a T ztvatar

(1:+\/a2+332)2—a2 2?4+ 20va? + 22 + a® + 2° — a®
a(z+ Va2 + z?) - a(x+ Va2 + 2?)

2(as2+a:\/a2+a:2) 2m(az+\/a2+m2) 2

a(z+ a2 + x?) a(z++Va2+22) a

Teostame leitud integraalis vajalikud asendused

2 2
[:/ a2+x2da::a—t+a—(et+eft)(etfeft):

2 8
2 2 2
_ G EEve St a2 e 2T
2 a 8 a a
2 /02 2
:%1nw+%x4/a2+x2
a

Vastus: Otsitav integraal on

2
1
/ a2+x2dx:%ln(a:+ a2+x2>+§x\/a2+x2+0,

kus logaritmfunktsiooni nimetajas olev konstant a on arvestatud
integreerimiskonstandi C' koosseisu.

Ul 1.37. Leida madramata inetegraal
1
a—bsin“z
Seda integraali kasutatakse sfdériliste otstega mahuti ruumala arvutamisel.

Lahendus. Integreerimiseks teeme trigonomeetrilise muutujate vahetuse ja kastutame
nende funktsioonide vahelisi seoseid

! dx 1+tan’z = !

u=tanx, du= 5 , —
cos? x cos? x




40 1. peatiikk. Matemaatiline analiiiis

2 1 2 'LL2 du

cos m:m, sin I:m’ dx:m.

1 do — 1 du u? 41 du du
a—bsin?z a_b112 1+u2 " ) a(u?+1)—bu2 1+u2 | a+(a—b)u?

u2
Teisendame integreeritavat avaldist ja kasutame integraali leidmiseks diferentsiaali
maérgi alla viimise votet

/ du 71/ du 71/ du _
bz a a=b,2 g 2
a+ (a—b)u a) 1+ %ty a 1+< aT_bu)

1 Va—1b du .
‘TTW/ <a74>u)2_

a—b/ )2:

1 ( a—>b )
= ———— arctan —u
a

ala—0b)

Minnes tagasi esialgsele muutujale x, saamegi otsitava inetegraali.
1 1 fa—0b
— dr = arctan ( a- tan z) + C.
a—bsin®x a(a —b) a

Ul 1.38. Arvutada médramata integraal

[.2 _ .2
I:/arcsin Hdw, kus a < b.

Integraali kasutatakse sfddriliste otstega mahuti ruumala arvutamisel.

Vastus:

Lahendus.

2_ 2
u = arcsin 4 / ;3= dv =dzx
I = [ arcsin =
—\/b2—_a2¢
=——————dz v==z

Va2 —z2 (b2 —x2)

/ —_ :c2
= zarcsin +1/b%2 —a? do =
/ /a2 — 3132 (b2 — 22)




1.4. Miaramata integraal 41

— xz —z? b
= g arcsin —a? dx =
G =t

. fo dz 2 dz
= g arcsin — /b2 —a? — - .
' (/\/a2—m2 /\/aQ—aL‘2 (62—m2)>

Leiame sulgavaldises olevad integraalid. Esimese integraali arvutamiseks kasutame
diferentsiaali mérgi alla viimise votet

f b e

Teise integraali leidmiseks teeme muutujate vahetuse x = asint, dr = acostdt

= arcsm -+C (1.4)

z _ acostdt _ dt
VaZz =22 (b2 —z2) | acost(b®> —a?sin®t) | b2 —asint

Niiiid kasutame inetegraali (vt Ul 1.37)

t 1 —
/ d —5 = arctan ( P—4 tan t) + C,
p—gsin®t p(p—q) p

milles vétame p = b? ja g = a®. Seega

di = ! arctan (M tan t)
b2 —a2sin®t b2 — a2 b ’
milles niiiid on vaja teostada iileminek esialgsele muutujale x.

Muutujate vahetusest © = asint leiame, et

. Tz . a? — x? T
sint=— ja cost=-——— = tant=-——=
a a a2 — 12

Jarelikult teise integraali 16plik kuju on

b2 — a? T )

arctan ( .
b a2 — 12

x 1
/m(b2_x2)‘bm

Teostame otsitavasse inetgraali vajalikud asendused

a? — 22 a? — 22
I = arcsin{/ ———=dx = rarcsiny/ ———=—
b2 — 12 b2 — 12

v

/\/7 /ml@—ﬁ))_
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a2 — 2

= Z arcsin m —

. T 2
— /b2 —a? (arcsm ——b arctan (
a

b a2 — 12

1
NGET
— 2 b2 a2
= g arcsin @ — /b2 —a? arcsm - —|— barctan ( 5 a . il )

Vastus: Otsitav integraal on

a 2
a® —z?
/arcsm dyc = xarcsin — 4/ b? —a?arcsin — +

> _ 2
Vb a T )—|—C.

b a2 — 12

+ barctan (

Ul 1.39. Arvutada médramata integraal
24
Va2 — 22(b? — 12)

Integraali kasutatakse sfaariliste otstega mahuti ruumala arvutamisel.

dr, kus a <b.

Lahendus.
I = x dr = b — o —¢* dr =
T Ve—ew-a)" T ) Ve—ew-a)
77/(b2 )(b2+w b2 + 2 bt e dx -
V& — (b — V=2 V@ =2 —a?)

2 1 a® — 2% —a? 4 T
b ———dr+ | ——dz+D =
(a2 — 22 /a2 — 22 /a® — 22(b? — 22)
/ Va2 —z2dx — (a® 4+ %)

Esimese integraali

2
/\/aQ—xQdﬂc:%arcsinz—i—%\/aQ—xQ—kC
a

leidmiseks saab kasutada muutujate vahetust x = asint (vt teha lahendus).

[ =+ | =
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Teise integraali

dx = arcsin 2 4 C
/a2 — 12 a
leidmisks sobib muutujate vahetus x = at voi diferentsiaali méargi alla viimise vote

(vt (1.4)).
Kolmas integraal on (vt Ul 1.38 lahendust)

dx 1 Vb? — a? x
= arctan . + C.
Va? —x? (b2 —x2)  bVb? —a? b a? — 2
Kolme leitud integraali pohjal saamegi otsitava integraali.
Vastus:
2 3 2 _ 2
I = %arcsin §+g\/a2 _mQ_(a2+b2)arCSin§+\/b2b——7aQ arctan ( b ; a X a;c_ 12)-}—0

1.5. Maaratud integraal ja selle rakendused

Ul 1.40. Hooveri pais (USA, 1936) on betoonist suurehitis, mis
hoiab veemassi tdnu oma kaalule. Joonisel on esitatud paisu liht-
sustatud skeem. Arvutage paisule méjuva vee summarne joud.

380m

—

230m
YYYYYYY Y 2d

162 m

230m

X

Lahendus. Seome paisuga allapoole suunatud x-telje,mille algus asub veepinna
tasemell. Vee avaldab moju paisule hiidrostaatiline réhuna, mis kasvab lineaarselt
stigavusega, SO

p(z) = pgz,
kus p = 1000 kg/m?> on vee tihedus ja vabalangemise kiirendus on g = 9,81 m/s>.

Trapetsikujulise paisu laius b kahaneb koordinaadi z-i kasvades:

230 — 380

230 r =380 —0,652x.

b(z) = 380 +
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Jou leidmiseks tuleb arvutada méaratud integraal:
165 165
F= / pgx(380 — 0,652 z)dx = / 1000 - 9, 81x(380 — 0, 652 z)dx =
3 3

165 163
= / (3727800 — 6131, 252°)dz = (18639002 — 2043,45z%)| =
3 3

= 41,548 - 10° N ~ 41,5 GN.

Vastus: Paisule mojuv summaarne joud on 41,5 GN.

Ul 1.41. Ristkiilikukujulise pohjaga hoonele, mille mé6dud on 4 x
10 m, ehitatakse plekist katus. Arvutage katuse ehitamiseks vajalik
pleki kogus, kui katuse ristloige on:

1. aheljoon y(z) = 6 cosh(1/3) — 6 cosh (§);

2. tsiikloid parameetriliste vorranditega x(t) = 2(t + sin(t)),
y(t) = 2(1 —cos(t)), kus —7 <t < m;

3. brahhistokroon parameetriliste vorranditega x(t) = 2(t —
sin(t)), y(t) = 2(1 — cos(t)), kus —7 < t < m;

4. ellipsi z(t) = 2cos(t), y = bsin(t) kaar, kus 0 < t < 7 ja
0<b<g2

Lahendus. Katuse ehitamiseks vaja mineva pleki koguse saame kétte, kui arvutame
pinnatiiki ehk katuse pindala kasutades esimest liiki pindintegraali. Kuna katuse
ristldige on muutumatu, siis saame pindala leida nii, et arvutame ristldike kaare
pikkuse (ehk joone kaare pikkuse).

0.5F

|
,,/

Aheljoon
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1. Aheljoone korral kasutame kaare pikkuse leidmiseks valemit

s :/2 1+ (y)2dz = /2 \/1+ (sinh(z/6))*dx = /2cosh(x/6)d:r =

= 12/cosh(w/6)d(w/6) = 12sinh(1/3) = 4,074....

0

Sellise katuse korral liheb vaja 4,074. .. - 10 ~ 40,74 m? plekki.

Ay

Tsiikloid

2. Leiame katuse katmisek vaja mineva pleki koguse, kui katuse ristloige on tsiikloid.
Selleks arvutame tsiikloidi pikkuse

s:/\/(o'c(t))2+(y(t))2dt: %/\/(1—cos(t))2+(sin(t))th:5,088....

Vaja ldheb 5,088 ... 10 = 50,9 m? plekki.

Brahhistokroon

3. Leiame katuse katmiseks vaja mineva pleki koguse, kui katuse ristldige on
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brahhistokroon. Arvutame brahhistokrooni pikkuse

5= / V(@1)2 + (y(t))2dt = %/\/(1 — cos(t))2 + (sin(t))2dt = 5,088.. ...

Vaja laheb 5,088...- 10 = 50,9 m? plekki.

Y

Ellipsi iilemine pool, b = %.

4. Kui katuse ristldige on ellipsi iillemine pool, siis arvutame ristloike pikkuse. Paneme
téhele, et kui b = 2, siis on tegemist ringjoone kaare pikkusega. Sel juhul on ristléike
pikkus holpsalt leitav s = - 2 ning katuse ehitamiseks vajalik pleki kogus on

20m m? ~ 62,8 m?. Kui tegemist ei ole ringjoonega, siis

s:/\/(:ic(t))2+(y(t))2dt:/\/4(sin(t))2+b2(cos(t))2dt:

/\/47 4 — b2)(cos(t))2dt = ]¢4 4 — b2)(sin(t))2dt =

I
2

2 L 4 _p?
(sin(?)) dt_4E< 1 ),

4—p?

kus E(-) on teist liiki taielik elliptiline integraal. Suurust nimetatakse ellipsi

ekstsentrilisuseks. Funktsioon E(-) ei ole elementaarfunktsioon, seepirast tuleb
vadrtuse arvutamisel kasutada matemaatika tarkvara. Fiksserides ellipsi pooltelje b,
saame selle integraali arvutamiseks kasutada ligikaudseid meetodeid, naiteks Simpsoni
valemit.

Vastus: Katusepleki kulu on: 1. 40,74 m?; 2. 50,9m?; 3. 50,9m?; 4. Kui b = %7 siis
90,9 m?>.
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Ul 1.42. Osakese kiirendus muutub ajas vastavalt seosele a = 6t+6
(m/s?). Leia osakese kiiruse ja asukoha funktsioon ajas. Osakene
alustab litkumist kiirusega 2 m/s ajahetkel ¢ = 0.

Lahendus. Kiirust voib kirjeldada kiirenduse integraalina

v t 6t2
/dv:/adtﬁ/dv:/(6t+6)dt:>vf2:(7+6t)
2 0

Osakese asukoha funktsiooni saame kiiruse integraalist

x t
/dx:/vdt:>/ d:r:/(3t2+6t+2)dt:>x:t3+3t2+2t.
0 0

Vastus: Ajahetkel t on osakese kiirus v(t) = 3t> 4+ 6t + 2 ja asukoht x(t) = t* 4 3t 4 2t.

t
= v =3t + 6t + 2.
0

Ul 1.43. Seljandikku, mille ristldike iilemine kiilg on parabool, kae-
vatakse siivend horisontaalse maantee jaoks. Stivend kulgeb ristloike
sihis, on pikkusega 300 m, maksimaalse siigavusega 18 m ja laiusega
2a, kus a on tee laius. Stivendamisel saadud pinnast kasutatakse tee
muldkeha ehitamisel véljaspool seljandikku. Trapetsikujulise ristloi-
kega muldkeha korgus on 3 m ja laius poolkorgusel on 1.5a. Kui pika
muldkeha saab saadud pinnasekogusega ehitada?

Lahendus. Olgu x maantee sihis kulgev horisontaalkoordinaat, y kdrgus tee pinnast
ja paiknegu koordinaatide alguspunkt parabooli haripunkti all. Siivend on
kovertrapetsi kujulise pohjaga silinder, mille pShja piiravad jooned

z \2| .
y=18|:1—<150>] ja y=0

ning korgus on 2a. Siivendamisel saadud pinnase ruumala on seega jargmine (korgus
korrutatud pohja pindalaga):

150 o \2
=2 181 —-(— dr = ... = 7200a.
1% a/7150 8{ (15()) ] T 7200a

Ehitatava muldkeha ruumala on V' = 3 - 1.5aL, kus L on muldkeha pikkus. Seega
saame vorrandi 4.5aL = 7200a. Lahend on L = 1600 m.

Vastus: Ehitada saab muldkeha pikkusega L = 1600 m.



48 1. peatiikk. Matemaatiline analiiiis

Ul 1.44. Vaia 166misel maasse soltub vaiale mojuv héordejoud tema
stigavusest (st maa sees oleva vaiaosa pikkusest). Arvutada haamri
poolt tehtud t66 vaia 166misel 1.5m siigavusele, kui hoordejou valem
njuutonites on F' = 1700s%/2, kus s on vaia siigavus meetrites.

Lahendus. Haamri poolt tehtud t66 avaldub temale rakendatud jou integraalina iile
labitud tee. Seega

5/2 1.5
2s ~ 1874 7.
0

1.5 1.5
A= / Fds = / 1700s%/2ds = 1700
0 0

Vastus: Haamri poolt tehtud t66 on 1874 J.
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U1 1.45. Vaatleme vahelduvvoolu tarbijat (nt elektrimootor). Olgu
tarbijale rakendatud pinge U(t) = E sin(27 ft), kus E on amplituud
ja f on sagedus. Kui tarbija takistus on R, siis avaldub tarbija v6im-
sus jargmise valemiga:

= Uy = E;sinQ(Qﬂ'ft).

Tarbija poolt tehtud t66 saame, kui integreerime véimsust iile vaa-
deldava ajavahemiku. Seega on tarbija poolt iithe vonkeperioodi
jooksul tehtud t66 valem jargmine:

A= % /OT sin?(27 ft)dt, (1.5)

kus T = % on perioodi pikkus.

Praktikas kasutatakse vahelduvvoolu tarbija t66 arvutamiseks liht-
samat valemit, mis sisaldab voimsuse konstantset efektiivvaartust
P,¢. Viimane avaldub kujul

Uz

R )

Py =

kus Uy = % on pinge efektiivviirtus. Uhe vonkeperioodi jooksul
tehtud t66 avaldub jargmiselt:

E2
A=P T =—T. 1.
el =55 (1.6)

Toestada, et valemid (1.5) ja (1.6) annavad sama tulemuse.

Lahendus. Arvutame:

2 T 2 T
A= E- / sin2(27rft)dt = E” 1 (1 - cos(47rft)>dt =
R J, R J,

2
2 T 2
= ZE—R (t - 4ﬂ_1fsin(47rft)> _L (T - 1sin(47rfT)) =
2 2
= % (T — ﬁ sin(47r)) = 2E—RT.

O_ﬁ 47Tf

Vastus: Valemid (1.5) ja (1.6) on samavéadrsed.
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Ul 1.46. Raamile majub 166k, mis on kirjeldatav kolmnurkse im-
pulssfunktsioonina. Kirjuta lahti vonkumislahend

z(t) = mlwn /Ot F(1)sinwy(t — 7)dr,

kus m on raami mass ja w, on raami omavonkesagedus.

FORRI
—l[77, 77 FO
F(r) m
k k
2 2
VL/ 7» [0 t !
Lahendus. L66gijoud on
Fo(1—),0< 7 < to
F(r) = to
O: T S tO

Lahendi leiame kahe eraldi integreerimisega, 166giimpulssi ajavahemikus ja peale
166giimpulssi toimumist. Lahend ajavahemikus 0 < 7 < ¢, teeme muutuja vahetuse
T — wy, T ja kasutame seost sinws, (t — 7') = Sin wnt COS W, T — COS Wt Sin w, T

> t
z(t) = m:j% /0 (1- %)(sin Wnt COSWnT — COSWntSinwnT)d(wnT) =

F t F t
02 sinwpt [ (1-— l) cos wpTd(wnT) — 02 coswpt [ (1-— l) sin wp7d(wn )
o to mws, 0 to

mws,

Integreerime ositi

. 1
/Tcoswnrd(wnr) = 7sinwnT + — COSWn T

Wn

ja

. 1 .
Tsinw,Td(wnT) = =T COS W, T + — sinwy, T,
saame
Fo t 1
x(t) = sin wpt(sin wyt — — sinw,t — COS Wnt —
() mw2 [ ( to wnto + wnto)
t
c0s wWnt(— coswnt + 1 + — coswnt — sinwnt)] =

to wnto
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F t
1 — — —coswnt
mw3 ( to wnt wnto

sin wnt)

Lahendi leidmiseks ajavahemikus 7 > to, kasutame sama lahendi integraali, aga
iilemise integreerimisraja muudame to-ks, kuna 166k sellest edasi ei kesta

Fy [*
z(t) = moj% /0 (1- %)(sinwnt COSWnT — COSwWpt sinwn,T)d(wnT) =

R 0 F 0
02 sinwnt/ 1- tl) coswnTd(wnT) — 02 coswnt/ 1- tl) Sin wp7d(wnT) =
0 0

mwn 0 mwn 0
5 [sinwnt(sinwnto — sinwnto — cos wpto + )—

Wh, Wntlo wntO

cos wpt(— coswnto + 1 + coswnto — sinwpto)] =

Wntlo

Fy . .
———[(1 = coswnto) sinwyt — (Wnto — sinwnto) cos wnt]
mwito

Vastus: Otsitav vonkumislahend on

Fy
o(t) = mwito

[(1 — coswnto) sinwnt — (wnto — Sinwyto) coswnt].

Ul 1.47. Leida sektori pinnakeskme asukoht, kui sektori raadius on
R ja nurk 6g.

Lahendus. Meetod 1. Asetame x-telje alguspunkti sektori tippu ja sektori telje
suhtes stimmeetriliselt. Viirutatud osa pinnaelemendi dA leiame jargmiselt

_ 1
dA—2R db.

Sektori pinnakeskme leidmiseks jagame pinna staatilise momendi pindalaga:

fwdA
= T =

Te



52 1. peatiikk. Matemaatiline analiiiis

60/2
o (2R cos 0)(3 R2d0)

o/ LR2d6

—00/2 2

kus x = %R cos § on pinnaelemendi dA pinnakeskme koordinaat. Seega

_ §f060/2 cos 6df _ gR sin%“
2 [/ a 3 %

Tec

Meetod 2. Votame integreeriselemendiks kaareelemendi laiusega dr. Pinnaelemendiks
saame

dA = rfydr.
Sektori pinnakese leitakse jéille pinna staatilise momendi ja pindala suhtest:
xdA 2r . 6o
Te = / A % sin ?Qordr,

2r

kusav:G—sin‘g—0
0

2 on kaareelemendi pinnakeskme koordinaat. Seega

R 3
xC:2sin€—O err:2sin9—0R—.
2 J, 2 3

Meetod 3. Késitleme all joonisel ildisemat pinnaelementi dA = dfrdr.

Sektori pinnakese avaldub kujul

JxdA [ [(r cos@)rdrdf
Te = =
JdA A
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S r2dr [ cos6do

. 00/2
1 R0,
Rognf  2pgpf%
B 5-2sin 3 B s R sin 3
T p2gin b0 T [
R?sin 5 5

Vastus: Naeme, et koik kolm meetodit annavad sama tulemuse.

Ul 1.48. Silindilise mahuti eemaldatav kaas on poolringi kujuline
ja selle iiles totstmiseks kasutatakse iiht vertikaalset trossi. Selleks,
et tostmine oleks tasakaalus (st kaas ei kallutuks ega poorduks),
peab trossi kinnituspunkt paiknema tdpselt masskeskme kohal. Lei-
da kaane masskeskme koordinaadid, kui ringi raadius on r.

Lahendus. Kui tasapinnaline kujund on piiratud joontega y = f(x) ja y = g(=), kus
f(z) > g(z) iga = € [a, b] korral. Siis selle kujundi masskese asub punktis M (Z, y), kus

b b
j:%/ﬂ x(f(at)fg(m))dx, @Z%/ﬂ f2(x)dm,

kus S on kujundi pindala
b
s= [ (10 - s

Valime koordinaatide alguspunktik ringi keskpunkti. Siis iilemine poolring piiratud
joontega f(xz) = v/r? —z? ja g(z) = 0 ning = € [, r].

-r r

Poolringi pindala on

1
S = §7rr2.

Masskeskme koordinaatide leidimiseks tuleb arvutada kaks integraali. Esiteks

f:%/ /12 —22dx =0,
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sest integreerimispiirkond on siimmeetriline ja integreeritav funktsioon on paaritu.
Teiseks

j— = 7'(r2712)dm*i(r2x71x3>r _ar
Y= 35 . T o2 3 —r 37
Seega kujundi masskeskme koordinaadid (vt ka iilesannet 1.74) on

— 4r
M — .
(0’ 371)

Joonisel oleva ringjoone raadius r = 10 ja sel juhul M (0,4.24).

N

Vastus: Poolringi masskeskme koordinaadid on M (O, %)

Ul 1.49. Leida iihtlase tihedusega erikujulise seinapaneeli ristlsike
masskeskme koordinaadid, kui selle kuju ja m66tmed on antud joo-
nisel.

11=20 I2=10

.~ | |

h=20

Lahendus. Meetod 1. Seome selle paneeliga koordinaatide siisteemi selliselt, et
koordinaatide alguspunkt on paneeli alumises vasakus nurgas. Jagame paneeli osadeks
joonisel naidatud viisil. Arvestades paneeli mo6tmeid, saame leida tekkinud kujundite
tippude koordinaadid.

Tippude ja ringjoone keskpunkti koordinaadid on:

A1(0,0)  A5(20,0)  As(50,0)  A4(60,0)  A5(90, 0)
B1(0, 40) B»(20, 40) Bs(50, 40) Bs(60, 40) K (35, 40)
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A y
Bq By l-( B3 By
. P \ i
. \ ‘
\ ; Voo
\ ’ v
\ ‘ [ \
A} ’ T \
v Vi
M1 " M3 N
" i S
PN Mz e fl Aﬂj‘i
, N I M
// \ ! \ , .~
7 \ I 1 \ S
\ N X
A1 LAz 3 4 \ NAs 7

Tekkinud ristkiilikute ja kolmnurga masskeskmete M;, M3 ning My koordinaadid on
lihtsalt leitavad. Tahistame punktide kohavektorid vastavate véikeste tdhtedega, seega

m; = %(a1 +by) = %((0, 0) + (20, 40)) = (10,20) = M (10, 20)

1 1
my = (as +ba) = 5((50, 0) + (60, 40)) = (55, 20) = Ms(55, 20)

my = %(a4+a5+b4) = %((60, 0)+(90, 0)+ (60, 40)) = (70, %) = M4(70, 430)

Nende kujundite pindalad on vastavalt

2 —
Sy =20 - 40 = 1600, 32:30‘40—%.152:Mzsm.m,

S3 =10 - 40 = 400, S4:%-30-40:600.
Kujundi AsAs B3 B> masskeskme leidmiseks valime koordinaatide siisteemi nii, et

ringjoone keskpunkt oleks y—teljel. Siis on selle ringjoone vorrand

40 — /225 — 22
2 2 . ’
z” 4 (y — 40)" = 225, millest = f(z) =

< ) e y=J@) 40 + /225 — z2.

V1,2 2
-40)° =225
K(0,40) ¢ ¢ *y-40)

-15 15

15
Mz:/ m(407\/2257x2) dx =0,
—15
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sest integreerimise rajad on siimmeetrilised ja integreeritav funktsioon on paaritu.

15 2
M, = %/ (40 — /225 — x2> dz = 750(35 — 67) ~ 12112.83.

15
Seega otsitava kujundi masspunkti koordinaadid on
S Sy
kus Sy = 22(32 — 37) on selle kujundi pindala. Teisendame leitud punkti esialgsesse
koordinaatide siisteemi

20(35 — 671'))

MQ( = MQ(O, 32— 3

ehk  My(35, 14.31).

Mo (357 20(35 — 67r))

32— 3w
Kui me koordinaatide teisesndust ei kasutaks, tuleks leida monevorra keerulisemad
integraalid

50
M, = / P (40 — /=2 + 700 — 1000) dr = 262&(32 - 3m),
20

50 9
M, = / (40 — /=22 4+ 70z — 1000) dz = 750(35 — 6).
20

Paneeli masskeskme M kohavektor on
m — Simi + Somy + Szmz + Symy
S1 4+ S2 4+ 53+ Sa ’
millest saame, et masspunkti koordinaadid on
(5(608 — 217) 4660 — 3607r>
80 —37 ' 24097

ehk  DM(38.40, 16.67).

Meetod 2. Seome selle paneeliga koordinaatide siisteemi selliselt, et koordinaatide
alguspunkt on paneeli alumises vasakus nurgas. Jagame paneeli osadeks joonisel
néidatud viisil. Arvestades paneeli m66tmeid, saame leida tekkinud kujundite tippude
koordinaadid.

Tippude ja ringjoone keskpunkti koordinaadid on:

A1(0,0)  A5(60,0)  As(90, 0)
B1(0, 40) B»(60, 40) K (35, 40)



1.5. Méiaratud integraal ja selle rakendused 57

Tekkinud ristkiiliku ja kolmnurga masskeskmete M, ning My koordinaadid on lihtsalt
leitavad. Téahistame punktide kohavektorid vastavate viikeste tdhtedega, seega

1 1
m; = 5(a1 +bo) = 5((0, 0) + (60, 40)) = (30,20) = Mi(30, 20)
1 1 40 40
my = g(au+a3,+102) = 5((60, 0)+(90, 0)+(60, 40)) = (70, 5) = M4(70, §>

Ristkiiliku ja kolmnurga pindalad on vastavalt
S1 =60 - 40 = 2400, 52:%~30~4O:600.

Riskiiliku véljaldikeks oleva poolringi pindala on

1 225
Ss= 3 r15% = Tﬁ ~ 353.2.

Ulesande 1.48 lahenduse pohjal leiame, et
4 4-1

m; = k+(07 —l) = (35, 4o)+(o, ——5> = (35, 40—@) = M, (35, 40—@)
3 3 ™ T

Paneeli masskeskme M kohavektor on

= S1m1 + Samoe — S3mis
- b

S1+ 52 — 53

milles viljaloike osa on arvestatud ,negatiivse pindalana”. Parast vajalikke asendusi ja
lihtsustamist saame, et masskeskme M koordinaadid on

M(5(608 = 21m) 4660 — 360”) ehk  1M(38.40, 16.67).

80 —3m 7 240 —97

Moélema meetodiga leitud masspunktid langevad kokku ja jooniselt ndeme, kus paneeli
masspunkt M paikneb.

Vastus: Paneeli masskese on punktis M (38.40, 16.67).
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U1 1.50. Kraanaga tuleb tsta betoonist paneel. Paneeli kuju saab
kirjeldada jargnevate funktsioonidega

y:0,5x2, y =0, Tz =3,

kus x ja y on méodetud meetrites ning paneelil on konstantne paksus
ja tihedus. Tostekonks tuleb kinnitada paneelil sellises punktis, et
see jadks tostmisel tasakaalu. Leida kinnituse asukoha koordinaadid

(@,9).
Lahendus. Kuna paneelil on konstantne paksus ja tihedus, siis langeb otsitav punkt
kokku masskeskmega. Kui (Z, %) on kujundi masskeskme koordinaadid ning kujund on

piiratud {ilevalt funktsiooniga y = f(z), alt z-teljega ning sirgetega x = a ja x = b, siis
masskeskme koordinaadid on

oef@de 5[ (f(@)de
fab f(x)dz ’ ’

f(x) dw
kus a =0, b= 3 ja f(z) = 0,5z°.

b

P

z =

—
<o

a

Arvutame koigepealt nimetaja:

3 3 23
/ fz)dx = / 0,52 dr = 0,5 =
0 0 3

Arvutame koordinaadi = lugeja:

3 27

3 3 3 2403 81
/mf(m)dx:/ m~0,5x2dm:0,5/ 22de=05-=| =0,5-— =10,125.
0 0 0 4 1o 4
10,125
T=— = 2,25.
YT s ’
Arvutame koordinaadi y lugeja:
3 3 3 3 53
1 2 1 2.2 1 4 1 4 1 z 243
= de = - de = - 25z dr = - dr =< -—| = —.
2/O(f(ac))ar 2/0(0,5£E)$ 2/00,5xx 8/09096 8 5, = 0
243
jo a0 3.2 2,40
4,5 40 9 20 ’

)

Vastus: Tdstekonksu kinnituse asukoha koordinaadid on (Z,y) = (2,25; 1,35).
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Ul 1.51. Joonisel on kujutatud kahe pumba vee viljapumpamise
kiiruse graafikud ehituskaevikust.

28 an

D

.

| 11 -

1 1T 1 ||
Ol4 2396630 £

o Funktsiooni K (t) graafik (sinine joon) kirjeldab pumba K vél-
japumpamise kiirust ¢ tunni mé6dumisel alates t66 alustami-
sest (liitrit tunnis).

o Funktsiooni G(t) graafik (punane joon) kirjeldab pumba G
valjapumpamise kiirust ¢ tunni méodumisel alates t66 alusta-
misest (liitrit tunnis).

Lahendus. Vasta jargmistele kiisimustele, tuginedes ainult joonisele.

a) Millise pumba abil pumbati esimese 1 tunni jooksul rohkem vett?

VSt US: .ttt
b) Millise pumba abil pumbati esimese 5 tunni jooksul rohkem vett?

VSt US: .ttt

¢) Kumb pump pumpab kogu 9 tunni jooksul rohkem vett vilja? Pohjenda
lihidalt, kuidas saad seda jooniselt jareldada.

VSt US: oot

Vastus: a) K, b) K, ¢) K.
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U1 1.52. Ehitusel méddetakse tasandatud pinnase vajumise kiirust.

Funktsioon
v(t) = 4e7 05t

(millimeetrit tunnis) kirjeldab pinnase vajumise kiirust ajahetkel ¢,
kus t on aeg tundides alates kella 7.00-st. Milline avaldis kirjeldab
pinnase koguvajumist kella 12.30 seisuga, kui kella 7.00 ajal oli va-
jumine kokku 12 mm? Arvuta ka vajumise arvuline vaartus.

Lahendus. Aeg kella 7.00-st kuni 12.30-ni on
5,5 tundi.

Pinnase koguvajumine kella 12.30-ks on

5,5 5,5
12+ / o(t)dt =12 + / 4e” %5 dt.
0 0

Arvutame integraali:
5,5
/ 4e7 0% gt = —8e O
0

Vajumine kokku:

5,5
e 0555 4 g0 _ 8(1 _ 6—2,75).

0

5,5
12 + / de "% dt =12+ 8(1— ¢ ™) mm.
0

Ligikaudne vaértus:
8(1—e ™) ~ 7,49 mm,

12 + 7,49 ~ 19,49 mm.

Vastus: Pinnase koguvajumine on 19,49 mm.

U1 1.53. Arvuta t66, mis kulub vedru 0,04 m vorra pikemaks ve-
nitamisel, kui joud 100 N pikendab vedru 0,01 m vorra.

Lahendus. Liikugu materiaalne punkt M mingi jou méjul piki Oz-telge, kusjuures
jou siht ja suund thtib liikumise sihi ja suunaga. Sel juhul jou F' poolt tehtud t66
punkti M nihkumisel asendist x = a asendisse x = b saame leida jargmise valemi abil:

A:/abm)dx.



1.5. Méiaratud integraal ja selle rakendused

Vedru korral kehtib Hooke’i seadus
F(z) = k=,

kus = on vedru pikenemine ja k on vordetegur.
Antud on, et jou F' = 100 N korral on pikenemine z = 0,01 m. Seega

100=%£-0,01 = k= % = 10000 N/m.

To66 vedru venitamisel asendist © = 0 asendisse x = 0,04 m on
0,04 0,04 210,04
A= F(z)dz = 10000z dx = 10000 - — .
0 0 210

Seega
A = 5000 - 0,04 — 5000 - 0> = 5000 - 0,0016 = 8 J.

Vastus: Vedru venitamiseks kuluv t66 A = 8 J.

Ul 1.54. Eksperimendi kiigus moodeti vahelduvvoolu tugevust
i(t), mis toidab elektrimootorit. Voolutugevust moodeti iga 2 ms
jarel ja saadi jargmised vaartused:

t,tms|0 2 4 6 8 10 12
iw A0 3 75 10 6 25 0

Leia laengu ligikaudne vééartus, mis ldbib juhet antud ajavahemiku
jooksul (12 ms).

Lahendus. Laeng on voolutugevuse integraal:

q= /012z‘(t) dt.

b
‘/ﬂ@wz%w+h+4ﬁ+h+~+hﬂ+%ﬁ+ﬁ+m+h4m

Kasutame Simpson’i valemit:

kus h on osaldikude pikkus. Antud juhul h = 2 ja vdartused on

f0:07 f1:37 f2:7757 f3:107 f4:67 f5:2,57 f6:0
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2
g~ §(0+0+4(3+10+2,5)+2(7,5+6))

2 2

2
=3(4:155+2-135) = 5(62+27) = 5 - 89 ~ 59,3.

Kuna aeg on antud millisekundites, on laengu ithik millikulon.

Vastus: q¢ = 59,3 mC.

Ul 1.55. Veepuhastusjaamas kasutatakse vertikaalset tiivikoonuse-
kujulisest terasest mahutit, mis on tdidetud veega. Mahuti korgus
on H = 50 cm, iilemise ava raadius on R = 10 cm ning pohjas oleva
valjavooluava raadius on r = 0,5 cm.

Mahuti pohjas oleva ringikujulise ava kaudu lastakse vesi vélja.
Leida aeg T', mis kulub mahuti téielikuks tiihjenemiseks.

Lahendus. Arvestame, et voolamine allub Torricelli seadusele ja vee viskoosus on
1= 0,6. Sellisel juhul saame kasutada jargnevat valemit

o1 /H S@)
nsv2g Jo VH—z

kus p on vedeliku viskoossuskoefitsient, g raskuskiirendus, s anuma avause pindala,
S(z) on veepinna ristldike pindala ning x kaugus pdhjast.

v

Avause pindala on
s =mr® =7 -0,005° = 0,0000257 m>.

Aja t m66dumisel on vee tase anumas H — x ehk 0,5 — x meetrit (vaata joonist).
Leiame sellele vastava ristloike pindala S(x) ning olgu telgldikeks kolmnurk, mitte
trapets (kuna r on piisavalt véike vorreldes teiste suurustega).
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Kuna kolmnurk DOC on sarnane kolmnurgaga DAB, siis vastavate kiilgede pikkused
on vordelised ehk

DO OC

DA~ AB
ning saame

1
95 _0 , jérelikult y = 0,1 — 0,2z.
05—x Y

Seega veepinna ristléike pindala

S(z) = ny® = w(0,1 — 0,2z)°.

Asendame niiid koik vajalikud suurused valemisse:

T 1 %5 70,1 — 0,22)? e
~0,6-0,0000257/2-9,8 /, V05 —z '

Lihtsustame konstandid:

- ™ %% (0,1 —0,22)2 - 1 0’5(0
~ 0,0000157/19.6 J, 05—z ~0,000015+/98 J,

Teeme muutujavahetuse

1 —0,22)%2 dx.

t=0,1-02z, dt=—-0,2dx, dxr= —-5dt.

Kui z =0, siis t = 0,1; kui x = 0,5, siis ¢t = 0.

0,5 0 0,1 9 0,1
/ (0,1—07223)3/20390:—5/ t3/2dt:5/ t3/2dt:5-gt5/2 =2.0,1°2.
0 0 0

1 0
Teeme muutujavahetuse
t=0,1-02x, dt=—-0,2dx, dxr= —5dt.

Kui x = 0, siis t = 0,1; kui x = 0,5, siis t = 0.

0,5 ) U 0,1 9 0,1
/ (0,1—0,21)5/2(1:5:—5/ td/th:5/ td/th:5~gt5/2 =2.0,1°/2
0 0 0

1 0

Seega
1

= .2.01°%*~426s.
0,0000151/98

Vastus: Mahuti tiithjenemiseks kulub ligikaudu 42,6 sekundit.
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Ul 1.56. Betoonist tammi ristldikeks on vordhaarne trapets. Vee
poolel on tammi iilemise serva laius 100 m ja pohja juures laius 70
m. Vee stigavus tammi juures on 10 m.

Millist survet avaldab seisev vesi tammile?

Lahendus. Olgu z kaugus vee pinnalt allapoole ja f(z) tammi laius vastaval

stigavusel. Toetudes Pascali seadusele saame vedeliku survet vertikaalselt paigutatud
plaadile arvutada jargmise valemi abil

10
Pzw/ z f(x)dx.
0

A B _
0 ;
c /D}
B
E
10
Xy

Jooniselt on ndha, et tammile kogu surve arvutamisel voime esmalt médrata vedeliku
surve tammi iihele poolele ning seejérel korrutada saadud véaartuse kahega.
Seega

10
P= 2’7/ z f(z) dz,
0

kus v = 1 t/m®. Jirgmisena on vaja leida funktsioon y = f(z) (sirge BE vorrand).
Loigul BE votame suvaliselt punkti D koordinaatidega (x,y) ning tdiendame joonist
nii, et tekivad sarnased kolmnurgad ABFE ja CDE. Kuna sarnaste kolmnurkade
kiilgede pikkused on vordelised, siis saame

cb _EC
AB ~ EA
ning
CcD _10—=

(100—-70):2 10 ’
siit saame CD = 15 — 1,5x.
Kuna OD = OC + CD, siis
y =35+ 15 — 1,5z,
jarelikult
y =50 — 1,5z.
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Peale f(x) asendamist saame:

10 10
P:2’y/ ac~(50—1,5m)dx:2~1/ (502 — 1,52%) d.
0 0

10 2 3
2/ (502 — 1,50%) dar — 2 ( 202 _ LT
g 2 3

:2.25-102—2-%-103

10

0
= 5000 — 1000 = 4000.

Vastus: Vesi avaldab tammile survet 4000 tonni.

1.6. Mitme muutuja funktsioonid

-
Ul 1.57. Projekteeritakse poéordparaboloidikujuline koorikkatus.
Katuse mo66tmed on 10 x 10 x 5 m ja selle pinda kirjeldab vor-
rand

z = f(x,y) = —0, 1(ac2 +y2) + 5.

Koorik kinnitatakse neljast punktist toevarrastega. Selleks, et mini-
miseerida koormus koorikule, toed peavad asetsema pinna puutuja
suunas. Arvutage tugede nurk « horisontaaltasandi suhtes.

Lahendus. Leiame esmalt kooriku pinna ja tasandi x = y l6ikejoone. Selleks toome
sisse muutuja v
2 2 2
u =z +y.
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Siis 16ikejoone vorrand uz-tasandil on z = —0, 1 u? + 5. Loikejoone puutuja on
da

g = —0,2u ja tous nurgapunktis koordinaadiga uo = 5v/2 on arctan(\/i) = 0,955
radiaani ehk ligikaudu 55°.

Vastus: Toevarda nurk horisontaaltasandi suhtes on a = arctan(/2) rad = 55°.

e

U1 1.58. Projekteeritakse spordihall, mille katus on kirjeldatud vor-
randiga

2= f(z,y) = \/(100—y2 —922)-0,5.

10

pordihalli katus tugevdatakse tombidega, mis peavad olema kinni-
tatud punktides x = 0, y = £8m ning asetsema pinna puutuja
suunas. Leia trossi nurk « horisontaaltasandi suhtes, trossi pikkus
ning kinnituspinkti kaugus L.
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1.7. Osatuletised ja taisdiferentsiaal

Ul 1.59. Uhemootmeline soojusjuhtimise diferentsiaalvérrand on

ou B 9%u

a — @’ (1-7)

kus funktsioon u(x,t) kirjeldab ajahetkel ¢ ruumi punktis z olevat
temperatuuri ja k on keskkonda kirjeldav konstant.

1. Niidake, et funktsioon u(z,t) = e %!cosx on diferentsiaal-
vorrandi (1.7) lahend ja leidke konstandi a vddrtus

2. Vardale pikkusega L = 1 m mojub ajahetkel ¢ = 0 tempera-
tuurivali .
u(z,0) = 10 cos I

Leidke temperatuurijaotus u(z, 60) ja arvutage mitu korda on
temperatuurivali jahtunud ajahetkeks ¢ = 60's, kui k£ = 0, 003.

Lahendus. 1. Arvutame funktsiooni u(z,t) = e ~*" cos x osatuletised ja asendame
need diferentsaalvorrandisse (1.7)

ou —a

t
= —ae cos x,

ot

Oou —at . —at —at
— = —e “'sinz, = —ae ¢ cosx:k(—e e cosx).
ox

2

@——e_“cosx

0x?

Néeme, et funktsioon u(z,t) on diferentsiaalvorrndi lahendiks kui a = k.
2. Temperatuurijaotus suvalisel ajahetkel ¢t on
u(z,t) = 10e " cos % =10e "% cos(m ).
Leiame temperatuurijaotuse ajahetkel ¢ = 0 ja ¢t = 60:
u(z,0) =10e "2 cos(r ) = 10 - cos(rz), u(x,60) = 10e =200 cog(m ).
Jagades avaldise u(z, 60) avaldisega u(z,0), leiame, et e ~90360 ~ 0, 84.

Vastus: 1. Funktsioon u(z,t) on vorrandi (1.7) lahend kui a = k.
2. Temperatuurivili jahtub 0, 84 korda.
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Ul 1.60. Tabelis on antud soojusvaheti kasutegur 7 soltuvalt seda
labivast chu kogusest ajatihikus Q.

Q22 [ 100 200 300 400 500
n%)| 70 71 70 66 61

Eesmargiks on esitada 1 muutuja () poliinoomina, mille aste on
voimalikult véike. Lineaarfunktsioon (st 1. astme poliinoom) ei so-
bi kvalitatiivselt, sest tabelist on ndha, et funktsiooni monotoonsus
muutub (kasvamine ldheb iile kahanemiseks). Seame eesmérgiks esi-
tada 7 muutuja () ruutpoliinoomina

n=co+c1Q + c2Q?. (1.8)

Kuna tabelis on antud 5 viartust, aga funktsioon (1.8) sisaldab vaid
3 vabadusastet ¢y, c1, co, on iilesanne lleméaratud ja tdpne lahen-
damine ei ole realistlik. Ulesannet saab lahendada nn vihimruutude
meetodi abil, mis annab teatud mottes parima ligikaudse lahendi.
Selleks konstrueerime jargmise kolmemuutuja funktsiooni (nn vé-
himruutude funktsiooni):

J(co,c1,02) = Z (Co +a1Q; + 2@ — m)Q,

=1

milles sisalduvad arvupaarid (Q;,7;) on voetud eeltoodud tabe-
list. Funktsiooni J miinimumpunkt ongi parim kordajate komplekt
€o, C1,Ca-

Minimeerida funktsioon J ja konstrueerida vastav ruutpoliinoom
(1.8). Esitada saadud ruutpoliinoom ja tabeli punktid graafiliselt.
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Lahendus. Kuna vaadeldaval minimeerimisiilesandel kitsendused puuduvad, on
miinimumpunktis funktsiooni J gradient vérdne nulliga. Arvutame gradiendi
komponendid:

5
8—J(co,cl,(:z) = 22 (Co +c1Qi + Q7 — 77i)

8(30
i=1

5
oJ
Tq(co’cl’cz) = Z (Co + Qi + Q7 — 771‘) Q:

i=1
0J -
2 2
£(007617C2) = ZZ; (Co + Qi 4+ c2Q7 — 7]i) Q3
Pannes need vorduma nulliga, saame jérgmise 3 x 3 lineaarse vorrandisiisteemi:
Ac=b,

kus

5 5 5
5 Qi YO 2
=1 =1 i=1
5 5 5 5
A= ZQI ZQZQ ZQ? y C= C1 ) b= anQz
i=1 i=1 i=1 i=1

52 3 o e C2 > 2
1= = = i=1

Sisestades siia Q; ja 7; arvulised vdédrtused ja lahendades saadud siisteemi (nt Exceli
v6i mone matemaatikapaketi abil) saame co & 67, ¢1 &~ 0.0413, c2 ~ —0.0001. Seega on

otsitav poliinoom jirgmine: n = 67 + 0.0413Q — 0.0001Q>.
Graafik:

60 L I 1
100 150 200 250 300 350 400 450 500

Q(m*m)

Vastus: Otsitav poliinoom on 1 = 67 4 0.0413Q — 0.0001Q°.
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U1 1.61. Linnaplaneerija soovib leida mobiilside tugijaamale asu-
kohta nii, et levi oleks voimalikult hea neljas kogunemiskohas (park,
turg, bussijaam ja vaksal), mille koodinaadid on vastavalt

Mi(1, 2), My(=3, 1), Ms(—2, —2), My(2, —1).

Millisesse punkti tuleb paigutada tugijaama isotroopne antenn?

Isotroopse antenni kiirgusvoimsus jaotub tihtlaselt imber antenni, moodustades kont-
sentrilised ringjooned, mille igas punktis on ithenduse kvaliteet iihesugune ja kvaliteet
langeb antennist kaugenedes.

Lahendus. Antenn tuleb paigutada ringjoone
(@ —a)’+(y—b)* =1

keskpunkti K (a, b). Jarelikult tuleb leida vorrand ringjoonele, millel asuvad
kogunemiskohtadele vastavad punktid. Paraku iildjuhul neli vabalt valitud punkti ei
paikne tihel ringjoonel. Antenni asukoha, so punkti K (a, b) koordinaatide leidmiseks
tuleb leida teatavas mottes ,,parim” ringjoon, mille leidmiseks voime kasutada
ringjoone vorrandi kaht erinevat kuju.

A) Tahistame ringjoone raadiuse ruudu r2 = ¢ ja kirjutame kanoonilise vorrandi
timber kujul

(x—a)’+(y—b)°—c=0.

Asendame viimase vorduse vasakusse poolde punktide M, ..., My koordinaadid.
Kuna tldjuhul need punktid ei asu iildjuhul ringjoonel, siis

Mi(1, 2) (1—a)?+(2-0%-c#0
M (-3, 1) (=3—a)*+(1=b)%—c#0
M3(—2, —2) (=2 —a)?*+(—2-0b)2—c#0
My(2, -1) (2—a)?4+(-1-0)*-c#0

Moodustame funktsiooni

F(a,b,c) = ((lfa)Q F(2-b)? 7c)2+ ((foa)QJr(l _p)? fc)2+

2

n ((727a)2+(7275)2 7c)2+ ((2fa)2 4 (—1—b)? fc>

Juhul, kui punktid M1, ..., M4 paiknevad iihel ringjoonel, siis selle funktsiooni
minimaalne viirtus on F(a,b,c) = 0. Uldjuhul F(a,b,c) > 0 ja leiame selle minimaalse
vaartuse.
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Leiame funktsiooni F'(a, b, ¢) osatuletised

‘2—5: 4<4a3—|—ab2—|—6a2+2b2—4ac+64a—|—2b—2c+31)
oOF 2 3

= 4(4ab+4b +4ab74bc+2a+48b+1>
a—F:—8(a2+bQ+a—c+7)

Oc

Ekstreemumi tarviliku tingimuse pShjal moodustame vorrandisiisteemi
4a(a® +b?) + 6a® + 2b* — dac + 64a + 2b — 2c + 31 = 0,
4b(a® + b?) + 4ab — 4bc + 2a + 48b + 1 = 0,
a?+b=c—a—T.

Asendame viimasest vérrandist kahte esimesse ruutude summa a? + b? ja pérast
lihtsustamiset saame lineaarse vorrandisiisteemi

34 26+17=0 1
at 2o ’ millest a=—=, b=0.
2a+20b+ 1=0, 2
Vorrandististeemi viimasest vorrandist leiame, et

27 T ~ 1\2 2 27
c= T ja ringjoone vorrand on (:c + f) +y = —.

Jarelikult antenn tuleb paigutada punkti

K(-10).

Joonisel on leitud ,parim” ringjoon sinine ja nédeme, et punased koguenemispunktid
sellel joonel ei paikne vaid on selle ldheduses. Ringjoone vorrandi kordajate leidmiseks

kasutatud votet nimetatakse vihimruutude meetodiks.

B) Selle iilesande lahendamiseks voib kasutada ringjoone vorrandi teist kuju. Avades
ringjoone kanoonilises vorrandis sulud, saab selle teisendada teist jarku algebraliseks

vorrandiks
2 +y% +2az+ 2y +c=0,



72 1. peatiikk. Matemaatiline analiiiis

mida nimetatakse ringjoone iildvérrandiks. Asendame selle vorduse vasakusse poolde

punktide Mj, ..., My koordinaadid. Kuna iildjuhul need punktid ei asu ringjoonel,
siis

Mi(1, 2) 2a+4b+c+ 5#0

My(-3, 1) —6a+2b+c+10#0

M3 (-2, —2) —4a—4b+c+ 8#0

My( 2, —1) 4da—2b+c+ 5#0

Moodustame funktsiooni
F(a,b,c) = (2a+4b—|—c+5)2+ (—6a+2b+c+10)2+
+ (—4a—4b+c+8)2+ (4a—26+c+5)2

Juhul, kui punktid M, ..., M4 paiknevad iihel ringjoonel, siis selle funktsiooni
minimaalne vidrtus on F(a,b,c) = 0. Uldjuhul F(a,b,c) > 0 ja leiame selle minimaalse
vaartuse.

Leiame funktsiooni F'(a, b, ¢) osatuletised

oF
oF
oF
% = 78((1 — C— 7)

Ekstreemumi tarviliku tingimuse pohjal moodustame vorrandisiisteemi

36a 4+ 2b —2¢ — 31 =0,
2a +20b—1 =0,
a—c—T7=0.

Siisteemi viimasest vorrandist leiame, et ¢ = a — 7 ja parast asendust ning
lihtsustamist saame lineaarse vorrandisiisteemi

| =
—
w

4 2b=1
{3a—|— b=17, millest a=g, b=0, c=-——.

2a420b= 1,

Jarelikult otsitava ringjoone {ildvérrand on

1
x2+y2+m—§:0.

Selle ringjoone keskpunkti leidmiseks teisendame vorrandit

2 1 1 2 13 1
2. = - =24 =
T+ 5 T+ 1 +y 5 + 1
millest saame kanoonilise vorrandi

(oo
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Jarelikult antenn tuleb paigutada punkti
1
K(-= .
( 2’ 0)

Vastus: Tugijaama antenn tuleb paigutada punkti K ( — %, O).

Ul 1.62. Mooteseade registreerib punkte koordinaatidega
Mi(zi, yi),  (i=1,...,n).

Uhe mooteseeria punktide joonisele kandmisel tekkis pilt

Jooniselt ndeme, et mocteseeria punktid paiknevad peaaegu ring-
joonel. Koostada vihimruutude meetodil vorrandisiisteem punkte
M; ldhendava ringjoone iildvorrandi

22+ 92 + 2ax + 2by + ¢ =0
kordajate a, b ja c leidmiseks.

Lahendus. Oletame, et mboteseeria sisaldab n punkti ja moodustame kolme muutuja
funktsiooni

F(a,b,c) = Z (xf + 9?2 + 2aw; + 2by; + 0)2.
i=1

Leiame osatuletised

n
OF
F Z2(:p?+yi2+2ami+2byi+6) L2 =
i=1
n

:4[2(%1?)@—&-2(2%&)1)—&- (zn:m)C-l-zn:wz(ﬁ'Fy?)}
i=1 i=1

i=1 i=1 i=



74 1. peatiikk. Matemaatiline analiiiis

n
=Z2(oc§+y?+2axi+2byi+r:) 2y =

i=1
n n

i=1 i=1 i=

n

OF

B = E 2(x?+y?+2axi+2byi+0) 1=
i=1

:4[2(zn:zi>a+2(zn:yi)b+n-c+zn:(r?+yi2)}
i—1 =1

i= i=1

Ekstreemumi tarviliku tingimuse pohjal moodustame vorrandististeemi

2( 3 o2 ot 2( X mws ot (o)t Xmita? +42) =0,
=1 i=1 i=1 i—1

n n n n
2( Lo )a+2( D 02)o+ (L w)e+ Luila? +u2) =0,
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n
Q(Zmi)a+2<2yi)b+n-c+ S22 +y2) =0.

i=1 i=1 i=1
Selle lineaarse vorrandisiisteemi lahendid on otsitava ringjoone tldvorrandi
z2 +y? +2ax 4+ 2y +c=0
kordajad a, b ja c. Selle ringjoone keskpunkti leidmiseks tuleb teha teisendus
22 +2ax+a® +y? + 2y + b2 =a® + 0% — ¢,
millest saame ringjoone kanoonilise vérrandi
(z4+a)?+y+0b2=7r% kus r>=da?+b*—c

Selle ringjoone keskpunkti koordinaadid on K(—a, —b).

Ringjoone miérab ainult selline kodajate komplekt, mille korral a? + b2 — ¢ > 0.

Ulesande tekstis oleva joonise punktide pohjal konstrueeritud ringjoone parameetrilised

vorrandid on

z = 3.03 4+ 4.06 cos t,
y = 2.04 + 4.06 sin t.

4{2<Zziyi)a+2(2y?)b+ (izn;y¢>c+iyi(z?+yf)}

Kanname leitud ringjoone, selle keskpunkti ja antud punktid samale joonisele (vt joonis 1.1).

Vastus: Ringjoone vorrandi 22 + y2 + 2ax + 2by + ¢ = 0 kordajate leidmiseks tuleb lahendada

lineaarne vorrandisiisteem (1.9).
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Joonis 1.1: Vahimruutude meetodil leitud ringjoon

Ul 1.63. Kivi visatakse algkiirusega vy nurga g all horisondi suh-

tes. Leia kivi nurkkiirus viskepunkti suhtes, kui kivi asub oma mak-
2 ain2
vy sin 6o

5 kus ¢ on raskuskiirendus.

simaalsel korgusel h =

yl

Lahendus. Kivi kohavektor suvalises punktis P on antud avaldisega
r(P)=xzi+yj,
milles voime x-suunalise projektsiooni esitada viskenurga 6 kaudu
r(P)=ytanfi+yj.
Leiame kivi liikumise kiiruse, vottes kohavektorist tuletise aja jargi
dr_(ay y 80)i+8y,

dt Etan9+cos29§

ot Js

Kivi trajektoori kdrgeimas punktis

oy o v sin? g
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Kiiruse horisontaalsuunaline vektor selles punktis

y 09,
cos? 6y Ot

vocosbpi=

Nurkkiirus on antud seosega

00  wgcosby
= =—"""c

2
wi@ti 5 os” 0

Vastus: Nurkkiirus w = @ cos? 6.
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Ul 1.64. Joonisel kujutatud funktsionaalselt gradeeritud materja-
list tala ruudukujulise ristloikega 5 x 5cm ja pikkusega 1m koosneb
kolmest osast: metall tihedusega 7800% (hall), keraamiline mater-
jal tihedusega 1500% (pruun) ja gradeeritud iileminekuala nende
vahel (varv muutub), mille tihedus avaldub valemiga

z—0.5

2

o(z) = 7800 + (1500 — 7800) (

Arvutada tala mass.

0 0.5 0.7 1 x(m)

Lahendus. Olgu talaga ristuva tasandi teljed y ja z. Ristloikeks on ruut
—0.05 <y < 0.05, —0.05 < z < 0.05. Mass avaldub kolmekordse integraalina:

0.05  £0.05 1
m = / / / x) dedydz —/ / dydz/ o(z)dx =
—0.05 J—0.05 Jo —0.05J—0.05 0

:001 o(x) dz =

1
0.01 (7800 [ do 6399 4 — 0.5) ) dz +1500 | dz | =
0.5 0.22 0.7

0.7

6300 (2 — 0.5)3
0.22 3

=0.01 (3900 + 7800 —
0.5

+ 450) = 54.9kg

Vastus: Tala mass m = 54.9 kg.
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Ul 1.65. Riskiilikukujulise tekipinnaga pargas ujub vees. Sellele
soidab kailt peale linttraktor massiga 75t. Pargase siivis ilma las-
tita oli 0.5m. Pargase pikkus on 16m ja laius 12m. Linttraktori
pikkus 6 m. Traktori raskuskese asub pikisuunas traktori keskel ja
vertikaalsihis maapinnast 2.5 m korgusel. Voib oletada, et pargase
raskuskese asub korgussuunas pargase keskel. Millise nurga alla jaab
pargas veepinna suhtes peale lasti paigaldamist kui vee tiheduseks
lugeda 1t/m3?

Lahendus. Ulesandes kirjeldatud olukorda iseloomustab joonis.

6m

y

12m
Pargase ja traktori tihine
raskuskese
v
| 16m
Pargase veealuse osa
Pargase ja traktori ihine kaa ruumikese
E, -
a Z
5| ¥ JL 2m
Lastiga pargas / Tdihi pargas 0.5m
Fa
Pargase uleslikkejéud veepind

Kui traktor séidab pargasele, siis kaldub pargas nii, et traktori pool vajub siigavamale
vette. Pargase asendi méarab traktori ja pargase iihise raskuskeskme asukoht ja
pargase veealuse osa ruumikese. Kuna pargas kaldub, siis liigub pargase veealuse osa
ruumikese traktori poole. Pargase veealuse osa veevaljasurve (iileslitkkejoud) peab
vorduma pargase ja traktori kaaluga. Teisalt peab pargase iilesliikkejoud, mis méjub
pargase veealuse osa ruumikeskmesse, asetsema samal sirgel pargase ja traktori iihises
raskuskeskmes méjuva summaarse raskusjouga.

Leiame esmalt pargase kaalu, mis on vordne pargase veealuse osa ruumala kaaluga,
kui see oleks tédidetud veega. Seetottu saame pargase kaaluks 12-16-0.5 -1 = 96 tonni.
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Pargase ja traktori kaal kokku on Fj, = 96 + 75 = 171 tonni. Pargase ja traktori iihise
vertikaalse ning horisontaalse raskuskeskme saame leida kui teame traktori ja pargase
enda raskuskeskme asukohti ja kaale. Uue raskuskeskme arvutame vélja joonisel oleva
koordinaatsiisteemi alguspunkti suhtes.

~96-16/2+75- (16 — 3)

- —10.19
Tt 96 + 75 m
96-1+25- (2 +2.5)
_ — 254
“p 96 + 75 Sim

Kujutame niitid ette, et pargase kaldumise asemel liigub meil veepind uude asendisse.
Maéarame selle asendi joone abil, mis on méaratud koordinaatide alguspunkti suhtes
kasutades parameetrit a ja nurka «. Ehk kaldunud veeliini avaldis oleks a + tan(«) - z.
Parameeter a ongi meie otsitav kaldenurk.

Méarame integraali abil pargase veealuse osa ruumala oletades, et B on pargase laius
ja L on pargase pikkus.

B
L 5 at+xztana

Vo = 2// / dzdydz,
0 0 0

millest peale integreerimist saame
L2
Ve = B(aL—l— ?tana).

Jagame niilid joonisel nadidatud pargase kaalu ja pargase iilesliikkejou horisontaalseks
komponendiks ja vertikaalseks komponendiks ning arvutame momendi koordinaatide
alguspunkti suhtes.

Kui pargas kaldub (veeliin kaldub pargase suhtes), siis on pargase kaalu vertikaalne
komponent Fj cos(a) ja horisontaalne komponent Fy sin(a).

Sarnaselt saame iilesliikkejou vertikaalse komponendi Fy cos(a) ja horisontaalse
komponendi Fj sin(a).

Pargase asendi paneb paika jéudude ja momentide tasakaal. Pargase kaal peab olema
vordne {ilesliikkejouga ja iilesliikkejou arvutame ruumala V), kaudu.

Voo =F)p

ehk
2

L
F, = gB(aL—l—?tana). (1.10)
Lisaks joule peavad olema tasakaalus ka momendid.

Kaalust tingitud moment koordinaatide alguspunkti suhtes on

Fycosa-xyp + Fpsina - 2gp.
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Ulesliikkejoust tingitud momentide arvutamine on pisut keerulisem. Arvutame esmalt
vertikaalsest komponendist tingitud momendi. Elementaarruumalaga dV on seotud
vertikaalselt mé6detud koordinaadi z. Elementaarruumalale méjuv iilesliikkejou
vertikaalne komponent on dV cos(a) ja selle poolt tekitatud moment nullpunkti
suhtes on dV cos(a) z (joud korda 0lg).

Leiame iilesliikkejou vertikaalsest komponendist pohjustatud momendi kogu pargase

jaoks kasutades integraali
Mv:g///xcosadv
\%

B
L 35 at+ztana

M, = 2@// / x cos adzdydzx.

ehk

Peale integreerimist saame vertikaalsest tilesliikkejou komponendist momendi

L
M, = QBL2cosa~ (g + gtana).

Ulesliikkejou horisontaalsest komponendist pohjustatud momendi kogu pargase jaoks
saame samuti kasutades integraali

Mh:g///zsinadv
1%

L % a+x tan o
My, = 29// / z sin adzdydzx.

0 0 0

ehk

Pérast integreerimist

BL L?
M, = 2 5 sin o - (a2+aL tana+?tan2a).

Pargase kaalust ja tilesliitkkej6ust tingitud momendid peavad olema vordsed

L
Fp xyp, cosa + F zip sina = oBL’cosa- (% + gtana)—i—

) (1.11)
oBL . 2 L 2
+ sin a - (a +al tana—&—?tan a).

Koos kaalu ja iilesliikkejou tasakaaluga saime parameetrite a ja o maaramiseks
vordused (1.10) ja (1.11). Vordusest (1.10) leiame

a = Fy —étana
T oBL 2 ’
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Asendame parameetri a momendivorrandisse (1.11), millest parast lihtsustamist saame

L L
— —tana + — 3 tana)+

20 1
)2+ (1.12)

Sll’l - (
2

+L( P__ —tana) tan o + %tan2a>.

Fyx,cosa+ F, zpsina = pB L% cosa - (

+

oBL 2

Jagame vorrandi (1.11) mélemad pooled 1dbi g cos a ja arvestame, et V,, p = F), saame
uue vorrandi

L L
melp-‘erZzptana:BLZ- ( Ve — 7tana+§tano¢)+

2BL 4

+ﬁtana- (i — £tauna)Q—i—
2 BL 2

Vi L L? 2
+L(ﬁ — §tana) tan o + ?tan a .

Niitid avame sulud

V, L L
Vpxip + Vp 2iptana = BL? - (QBPL — Ztana+ gtana)—&-
BL V2 ?
+ Ttana- (B;LQ — %tana—i— ItaHQOH—

V 2 2
+§ptana—7tan2a+?tan2a).

Rithmitame viimase avaldise liilkmed tan o astmete jargi:
3

24

v  BL?
2BL = 12

L
tan® o + ( — V;,zlp) tan o + Vp(§ — xlp> =0, (1.13)

mis on kuupvorrand pargase kaldenurga o tangensi médramiseks.

Teeme esmalt oletuse, et pargase kaldenurk a on véike, so tan® a & 0, siis saame
vorrandit (1.13) lihtsustada

vV,  BL? L
— t - _ =
<QBL + 13 szzp> anoH—Vp(2 xlp) 0,
millest
—Vp<% — xlp>
tana =
BL

v2 3 ’
D
(2BL Lpzlp)
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Ulesande algandmete pohjal saame, et o ~ 5.73°. Siinjuures on suurus V,
arvutatudpargase ja traktori kogukaalu abil.

Juhul, kui soovime ikkagi lahendada kuupvorrandit, siis tuleb lahtevorrand (1.13)
teisendada kujule

tan® o +

24 (Vp2 BL?

24V, (L
BI5\3B1L THE szlp> tan o + (5 — mlp) =0. (1.14)

BL3

Kuupvérrandi y® + pa + ¢ = 0 lahendamiseks Cardano valemeid. Selleks toome sisse
abisuurused

2 3 2 3
— 49 q p : —$_9_ q P
“_\/2+\/(2)+(3) e \/2 \/(2) +(3)'
Siin kuupvoprrandi lahendite iseloom séltub diskriminandi
2 3
q p
D=(= =
() +(5)
maérgist. Kui D > 0, siis on kuupvorrandil iiks reaalarvuline ja kaks kompleksarvulist
lahendit. Sellel juhul reaalarvuliseks lahendiks on

y=u-+v.
Asendame iilesande algandmed vorrandisse (1.14) saame kuupvorrandi
tan® o + 1.826 tan v — 0.183 = 0,

seega p = 1.826 ja ¢ = —0.183. Leiame diskriminandi

_ 2 3
D:( 0'2183) +(%) =0.234 > 0.

Seega

1 1
u= 4 % +4/0.234=10.832 ja v=—{/0234— % = —0.732.

millest
tana =u+v=~0.1 = «a=arctan(0.1) ~0.0997 ehk «=5.71°.

Mairkus. Suuremate nurkade puhul véib tekkida olukord, et antud avaldised enam ei
kehti voi neid tuleb oluliselt tdiendada. Selline olukord tuleb ette siis, kui vesi jouab
pargase tekini voi kui pargase pohi touseb veepiirist korgemale. Sellisel juhul nurga
suurenedes moment enam ei kasva endise kiirusega ja 16puks vbib pargas ka timber
minna (kaotada stabiilsuse).

Vastus: Pargase kaldenurk lineaarses mudelis o ~ 5.73°, kuupmudelis o ~ 5.71°.
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Ul 1.66. Leida ellipsi pindala, kui ellipsi poolteljed on a ja b.

Lahendus. Meenutame, et kahekordses integraalis muutujavahetuse sooritamiseks
tuleb kasutada valemit

/ / F(,y)dady = / / F (s )y, )| dudo

kus D’ on piirkonna D kujutis uutes koordinaatides ja J on Jakobiaan

Ox Oz
ou v

J = .
Oy Oz
ou ov

Teame, et tasandilise kujundi pinadala leidmiseks tuleb leida kahekordne integaal

S = // ldxdy,

D

kus integreerimispiirkonnaks D on vaadeldav kujund.

Valime koordinaatteljestiku nii, et koordinaatide alguspunkt asuks ellipsi keskpunktis

ja ellipsi (pea)teljed asuksid koordinaattelgedel. Sellises teljestikus on ellipsi vorrand
2 2
T Yy
pol + =i 1.
Integreerimiseks teeme muutujavahetuse (liheme iile elliptilistele koordinaatidele).
Valime uued muutujad r ja ¢ nii, et

T = ar cos ¢,
y = brsin p.

Selle muutujavahetuse korral kirjeldab ¢ polaarnurka, r on aga venitatud
polaarkaugus. Kahekordses integraalis muutujavahetuse sooritamiseks leiame
piirkonna kujutise uutes koordinaatides. Uutes koordinaatides avaldub ellipsi vorrand
(ar cos )2 N (brsing)®

a? b2 a? b2

7"2(cos2<,a+sin2 p)=1 = r2=1.

1 =

Kuna kaugus peab olema positiivne, siis on ellipsi vérrandiks elliptilistes
koordinaatides r = 1. Ellipsi sisepiirkond on kirjeldatav vorratustega

0<r<1
0<p<2r

(sest nurk voib olla tikskoik milline, kuid kogu piikonna tahame 1dbi kiia ainult iihe
korra).
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Leiame Jakobiaani

oz Oz
) .

5 af- . Esmalt arvutame osatuletised
ar Op

dx __ dx __ .

? =acosp, 3. =—arsing,

Y _ pai 9y _

52 = bsin g, e = br cos .

Seejarel arvutame determinandi

acosyp —arsing
bsingp  brcosy

=acosp-brcosy — (—arsinp)bsin p =

= abr(cos® ¢ + sin® @) = abr

Kuna r > 0, siis Jakobiaani absoluutvaartus |J| = abr. Ellipsi pindala on leitav kui
kahekordse integraali vaartus

Miirkus. Kui ellipsi poolteljed a = b = r, saame ringi pindala valemi S = 77>

27 1
2
S://lda:dy://1-abrdrd<p:/dcp/abrd7":/ab%
D 0 0 0

27

1
dp =
0

DI
27 27 o
1 ab ab
f/ab-gdnpf/gdapfgnp
0 0

=abm.
0

Elliptilist muutujate vahetust kasutatakse tilesande 1.72 lahenduses.

Teise voimaluse ellipsi pindala leidmiseks annab iilesande 2.15 lahendus.

Vastus: Ellipsi pindala S = abr.
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Ul 1.67. Tankla kiitusemahutiks on poordsilinder, mille telg on
horisontaalne. Teades mahuti mootmeid, koostada funktsioon selles
oleva vedeliku ruumala méaramiseks téaitekorguse h jargi.

Lahendus. Teeme iilesande kirjeldusele vastava joonise.

L
Yir

rio r v

4
2 A S pd

//‘
AT X

7 n

.
Silindri pShja piirava ringjoone voérrand on
22+ =2 = y=/r2 — 22

Ringjoone segmendi pindala leidmiseks tuleb arvutada méaératud integraal:

S = 2/ r2 — z2dzx.
r—h

I:/\/r2—az2dm.

Selleks teeme muutujate vahetuse

Leiame médramata inetgraali

T =rsint = dx = rcostdt
2 2 r
I= / Vr2—r2sin®t-rcostdt =r /cos tdt = 5 / (1 + cos(2t))dt =
2 2 2 2 2
= %t + TZ /cos(2t)d(2t) = %t + TZ sin(2t) = % (t + costsint).
Léheme tagasi esialgsele muutujale x:
. T x? r2 — g2 .z
sint=—, cost=4/1— —=————, t=arcsin—.
r r r r
Seega
1 2 . T
I= r? —22dx = 3 (r arcsin — + zv/712 — xQ). (1.15)
r
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Newton-Leibnizi valemi pohjal saame ringi segmendi pindala arvutamiseks valemi:

T

S =2] = (7"2a1rcsinE e AVA —x2>
r

r—h

2 f—
= %—ﬁarcsinr rh —(r—h)\/h(2r —h).

Kuna
™ .
— — arcsin « = arccos «,

siis saame viimase teisenda kujule

S = 7 arccos — —(r—h)\/h(2r —h). (1.16)

Jarelikult on mahutis téditekdrgusele h < r vastav kiituse ruumala

r—

Vo(L,r, h) = L(r2 arccos h_ (r —h)\/h(2r — h))

Ringi segmendi pindala vGime leida teisiti, kasutades selleks polaarkoordinaate.

y r
B
r
o X
o| M A
1 h

Joonis 1.2: Ringi segment

Polaarkoordinaatide korral saame joonega p = p(y) piiratud kujundi pindala arvutada
méadratud integraaliga

1 (7,
S=§/ P (p)dp,

seega ringi sektori 9OAB (vt joonis 1.2) pindala on

1 [ 1 1 —h
SeoaB = = r2d<p = —r2q = SeoaB = —r? arccos r
2/, 2 2 r

Kolmnurga AOM B pindala

SAOMB:%(T’*h) TQf(rfh)Q:%(rfh) h(2r — h)
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Jarelikult ringi segmendi pindala

S = 254045 — 2Sa0MB = 17 arccos ; o (r—h)\/h(@2r—h),

mis langeb kokku eespool tuletatud valemiga (1.16).

Kasutatud téhistes on mahutiks oleva silindri ruumala

V =V(L,r) = mr’L.

200
150

100

h

1 2 3 4 5 6

Joonis 1.3: Mahuti tditumine, mé6tmed L = 0,r = 3.

Vastus: Otsitava funktsiooni, so taitekorgusele h < 2 r vastava ruumala leidmiseks,
saame esitada kujul:

r—

Va(L,r h) = L(r2 arccos T— 1 (r — h)y/h(2r h)).

Ul 1.68. Tankla kiitusemahutiks on kooniliste otstega poordsilindr,
mille telg on horisontaalne. Teades mahuti m66tmeid, leida selles
oleva vedeliku ruumala taitekorguse h jargi.

Lahendus. Teeme iilesande kirjeldusele vastava joonise.

e

r h

Valime koordinaatide siisteemi nii, et koonuse tipp on koordinaatide alguspunktiks ja
koonuse telg z-teljeks.



88 1. peatiikk. Matemaatiline analiiiis

]
/ y
, / ,
/ )
/ |
i /
| /
/
/
/
7
/
/
/
/
/ i \
/
/
/

N
N\
e

X
X | h,
n

Selliselt valitud koordinaatide siisteemi korral on koonuse vorrand

H
z="—+/x2 + 92
r

r \r2—xz2 H
Vies :2/ dm/ dy/ dz
r—h 0 H | /12+y2

=

r \/r2—x2 r \/r2—z2
Vks:2/ dx/ (H—H\/x2+y2)dy: 28 dﬂc/ (r—«/x2+y2)dy
r—h 0 r LA S 0

Leiame méadramata inetgraali (siin on veidi pusimist, vt. miidramata integraali
iilesannet):

/ (7‘ —/x? +y2)dy =ry— %(mQIn <y+ \ x? +y2) + yy/ 2 +y2)
Maéaratud integraal

[

0

I =

(r= Ve )dy =

r2 _g2

= <ry %(azQIn <y+ \/m2+y2) +y\/x2+y2>>

0

:T\/T2—$2—%($21n(7’+ r2—1‘2)+r\/r2—x2) —i—%:ﬁlnx:
(r\/r2—m2+m21nm—x21n(r+ 7“2—302)).

N =

Arvutame integraali

/(r\/r2—$2+$21n$—w21n(r+ r2—x2)>dx:
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/\/ fod:ch/x lnxda:f/x ln(rJr me)d

Integreerime liidetavaid eraldi

1“/ V12— z2dx %(7‘2 arcsin% +z\/r? — a:2)

2% In zdx | u=ho dv=a'de —lacglnzchl 22dx =
_du:%dx v=41g3 3 3 -

I u:ln(rJr r27x2) dv = 2%dx
/x2ln(r+ r2—m2)d:v= du = —z dx v:%xs =

Leiame kolmanda integraalis oleva osaintegraali

4 2 .2 2 ) 2
T do — u’ =r°—z° x=+r2-u _
/(r+ /r27x2) /r2 — 12 [ udu = —z dx }
3 2 _ 2\ /r2 .2
—/(Iu)du:—/(r u?)Vr u?

r+u)u (rJru)

:—/(r—u) 2 —u2du =
——r/\/r2—u2du+/u r?2 — u2du.

Leiame esimeseks liidetavaks oleva integraali ja teisendame selle esialgsele muutujale x

T 2 .U
—7‘/ r2 —u2du = —3 (7" arcsin — + uy/r2 — u2)
T

r(.2 ; d—a? 2 2
= ——|r arcsin — + x\/r° —x° ).
2 r

Teiseks liidetavaks olevast integeaalist

o w=r’—u - A -1 S
/u\/r Udu_[dw—2udu:| /fdw— qw? = 3(7‘ u®)z = 3%
Kokkuvotteks saame, et midramata integraal on

/(r\/rz—x2+x2lnw—a72ln (r—i— r2—x2))da::
= g(TQ arcsin — +ax\/1r?— :(:2) + %x‘; Inz — %x:;—
r
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1 N 1

—7< 3ln(r+ r2—x2)—f(r23rcsinu+x 7"2—:102)—7353):
3 2 r 3

= grm T2 —x2 + ﬁaufcsinE + ﬁarcsim -
3 2 r 6

Niiiid saame leida koonuse segmendi ruumala
2H 7 H ("
Vks:T/ Ildx:7 (r\/r2—a:2+ac21nw—a:2ln(r+ T2—$2))d$:
r—h r—h

3 3 Ve a——) r
H<2 2 il %—l—%x‘g(lnx—ln(r—k 7“2—302)))

=(grevr - x2+% arcsin ;+E arcsin .
H/mr® 2 re r—h 71 r2 — (r —h)?
N L 2 _ (r_p)2_ ; _ in Y~V

. ( 1 3r(r h)\/r2 — (r—h) 5 arcsin — & aresin "
fé(r - h)3(ln(r —h)—In(r++/r2—(r— h)Q)).
Koonuse segemendi ruumala arvutamise valemi, tingimusel h < 7, saame esitada
kompaktsemalt
2 9 2 — 2 h(2r — h
Vies = (WZ - g(r— h)\/h(2r — h) — 7"?eurcsin L . h_ %arcsin¥ H—
A N el
3r r++/h(2r —h)
Leiame piirviartuse
2 2
r r 1 5
li s=|———|H==> H,
fm Vi ( 1 12 ) 6" "
mis on pool vastava koonuse ruumalast.
Vastus: Funktsioon, mille vaartuseks on téitekorgusele h < 27 vastav ruumala on:
Vo(L,7, h) + 2Vis(H, 1, h), kui h <,
Vh(L, r, H, h) _ %‘/silinder + Vkoonus, klu h = T,
Viitinder + 2Vioonus — Vs (L, r, h) — 2Vis (H, T, 2r — h), kuir < h < 2T,
‘/silinder + 2‘/koonus kui h = 2r

Siin Vs(L,r, h) on silindrilise osa segmendi ruumala (vt tilesanne 1.67).

U1 1.69. Tankla kiitusemahutiks on sfaériliste otstega poordsilindr,
mille telg on horisontaalne. Teades mahuti mootmeid, leida selles
oleva vedeliku ruumala téditekorguse h jargi.
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—— N —>

~ f—s

Lahendus. Teeme iilesande kirjeldusele vastava joonise.
Valime koordinaadid nii, et mahuti otsaks oleva sfiari vorrand on

> +y° 4+ (z— R =R

) /\

L)
e |

|

f—h—|

Siit leiame alumise poolsfadri vorrandi

z=R—+/R?>—22—1y? ja H=R-—+\/R?>—1r2

T \r2—z? R—y/R2—r2
Vseg:2/ d:c/ dy/ dz =
r—h 0 R—\/R2—z2—y2

r Vr2—a?
:2/ d:v/ (f\/Rerer\/szxzfyz)dy.
r—h 0

Leiame koigepealt sisemise inetegraali dy jérgi.
/1 /12 g2

0

EN N o PO

/2 _ 52
= (_\/RQ—ﬂy—&— R%arcsin%—k% RQ—xQ—yQ)
—x

0
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1 2 _ .2
=3 <¢R2 —r /P (B =) aresiny | ) |
Seega, kera segmendi ruumala avaldub méaratud integraalina

‘/seg:/jii (—\/R2—r2\/r2—x2+(RQ—ac2)arcsin ;Z:j;)d:r—

™ e 2 _ 2
= _\/Rz - r2/ \/7’2 —z2dz + R2/ arcsin ﬁ dr— (1.17)
r—h r—h
r 2 _ 2
—/ ’ 22 arcsin % —v/R2 —r2[, + R*I, — I3,

Leiame igale liidetavale vastava médramata integraali. Seega
2
L :/ r27m2dx:%arcsin£+§\/r27m2+c, (1.18)
r

(vt tilesanne 1.67, valem 1.15), silindriline mahuti.

Integraali 2 leidmiseks kasutame koigepealt ositi integreerimist

—x2

. 2
2 _ g2 u=arcsiny/ x—2y dv=dzx
I = arcsin { | ———dx = =
R2 — 2 du = —\/R2—r2 z dx V=1

“ /7‘2—12(}%2—12)

= rarcsin + v/ R2 —r2 dr =
Vs VP |
r2 — g2 R? — 3% — R?
_ o] /P2 _ 2 —
= xarcsin 2 R r / N (72— 22) dr =
) r2 — o2 R dz
= rarcsin e — VR ﬂ(/\/ﬁ m(RQ—QIJQ)) =

. — 1’2 2 2
= zarcsin —VR2—r arcsm 4R v R? —r? /
/2 ﬁ172 R2 — 22)

Siin viimase integraali leidmiseks teeme muutujate vahetuse
r=rsint, dx=r costdt

7= dx _ rcos tdt _ dt
) VP =2 (R?—a?) ) rcost(R2—r2sin®t) | R?—r2sin?t’
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Niiiid kasutame integraali (vt iilesanne 1.37)

du 1 a—2>b
—— = arctan ( —— tan u) + C,
a—bsin*u a(a —b) a

milles vétame a = R? ja b= r2. Seega

dt 1 r
/ R 2 snli = N arctan (7]%2 — tan t)

Muutujate vahetusest leiame sint = < ja cost = \/%, et
Te—x

dx 1 (
= arctan

- / R2? —r2 x )
V2 — 2% (R? —22) RVRZ 12 '

R T2 — 12
Kokkuvotteks saame teise integraali
) r2 _ g2
I = arcsin 4/ ——dxz =
R2 _ 12
— m2
i /R 2
= z arcsin — r2 arcsin — +
R2 — 2 —
/r2 x2 Rz )
— 1:2
; /R 2
= x arcsin — 7?2 arcsin — +

1 R? —r? T
2 2 _ 2 [ -
+ R\ R?—1r (Rmamtan< 7 7’2—:52))7

millest parast lihtsustamist saame selle 16pliku kuju

. - x2 2
I, = x arcsin — r2 arcsin = +
VvVRZ —r2 T )

R 2 — 22

(1.19)

+ R arctan (

Kolmanda integraali I3 leidmiseks kasutame k&igepealt ositi integreerimise vGtet

. 2_ 2 2
2 2 u=arcsiny/ zr—oz dv=2x"dz
I / 2 . Ul ¥
3= [ z°arcsiny/ ——— dx = _
R2 — g2 /RZ_12 24 .
dy= ——_"22% v:%:r‘3

/12 —22(R2—22)
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13 2 =22 1 2 2 x?
_gx arcsin m—i—g\/R —r \/W(RQfo)dw‘

Teisendame viimases avaldises olevat integraali

x4 dx R* — 2% — R*

7= - _ dr —
/v — 22 (R2 — 22) /12 — 22 (R2 — 22) r
(R2 R2 + 22) R2 4 22 R4 s R dx
x =
V2 — 22 (R2 722) N ) VT — 22 (R2 — 22)

dx x? dx
—R? - dx + R* =
/ V2 — z2 / V2 — 22 /72 _ 32 (R2 — z2)

2 dx r? — g2 — 2 " dx
—-R + dr+ R =
/72 _ 32 /72 — 32 /r? — 22 (R? — z2)

dx dx dx
—R? | —— + [ V/r2—a2dz—r? | — + R* =
/~/r2—;v2 / V2 — 52 V2 — 22 (R? — 22)

dx dx
= [ \/r2 —a2dx — (R? +r2 — +R? :
/ ( ) Vr2 — x? Vr2 —z2 (R2 — 22)

Varasemate tulemuste pohjal saame leida iga liidetava integraali eraldi

2
I=" arcsinE + Z/r2 — o2 — (R® + %) arcsin Iy
2 ro 2 T

R%2 —r2 z )

1
R'— — arct (
+ arctan R R

RVR? —1r2

Seega kolmanda integraali 16plik kuju on

I 1 3 . r2 — z2 n
3 = —x°arcsin | [ ———
3 R2 — z2

+%\/R2— ( \/72_352 2R +r )arcsinf)—i— (1.20)

+ R—3 arctan ( R —r? id )
3 R V12 — 12

Leiame niitid kera segmendi ruumala integraalis (1.17) olevad méiratud integraalid.
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Esimesele liidetavale (1.18) vastav méératud integraal on

Ii(h)

(1.21)

(7r r2 — 2(r — h)\/h(2r — h) — 2r® arcsin (?)) .

Il
B m
w“ﬁo

o

=

o

u,

=

\

+

|

3

(V)

\

8

(V)
N———

Teisele liidetavale (1.19) vastav médratud integraal on

g2 RZ _ 2
I>(h) = <z arcsin ot —\/R2 —r2 arcsm — + R arctan ( 7 " ﬁ))

Ulemise raja asendamiseks tuleb arvutada piirviirtus
5= tim L) = -TVR -7+ TR=T (R- VR 7).

Juhul kui taitekdrgus h > 0, siis alumise raja asendamiseks ei ole vaja kasutada
piirvaartust

—h
I (h) = ( \/R2 - 7’2) + \/R2 — 72 arcsin — -
r

. r2 —(r —h)? VR? —r? r—h (1.22)
— (r —h)arcsiny | ————*= — R arctan .
R2 — (r —h) R r2 — (r — h)2

Taitekorguse h = 0 korral tuleb viimasest arvutada piirvdartus

lim I5(h) = 0.
h—0+

Kolmandale liidetavale (1.20) vastav médratud integraal on

1 p 2 —z2 1
I3(h) = 3 (x3 arcsin 4 / ﬁ + \/R2 —r2 (;ﬁ\/rQ —z2 - 5(2R2 +r2)arcsin:>+

mx))r

R r2 — g2

+ R? arctan (

r—h

Ulemise raja asendamiseks tuleb arvutada piirviirtus

B= lim Is(z) = é (—%(25{2 +r)V/R2—r2 4 gRS) .

r—rr—

Juhul kui tditekérgus h > 0, siis alumise raja asendamiseks ei ole vaja kasutada
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piirviaartust

1 .
I3(h) = - (gpf — T (2R? ++2)\/R2 — r2—

3 4
2 _ (r_ h)2 /RZ _ 12 _h
— (r — h)® arcsin r=h® R? arctan ( " 4 )— (1.23)
2 —(r—nh)? R /v2 — (r — h)2

_ 1 —
- R2—7‘2(T2hw/7"2—(T—h)2—§(2R2+T’2)aI‘CSinr h))
r

Taitekorguse h = 0 korral tuleb viimasest arvutada piirvddrtus

lim I3(h) = 0.
h—0+

Niitid on leitud koik kera segmendi ruumala integraalis (1.17) olevad méératud
integraalid, seega

Vieg(h) = —\/R2 — r2 I (k) + R® Isy(h) — I3(h).

Asendame viimasesse integraalid (1.21), (1.22) ja (1.23) ning lihtsustame. Seega
taitekorgusele h vastava kera segmendi osa ruumala arvutamiseks saame valemi

2
Veeg(R, 7, h) = gRg — %(2]%2 +r2)\/R2 —r2 4 5\/R2 —7"2\/7’2 —(r—h)2(r—h)+

1 —h
+ §(2R2 +72)y/ R2 — r2 arcsin <T7) —
r

1 5 5 . r2 — (r —h)2
-3 (3R —(r—nh) ) (r — h) arcsin m—
2 3 VR? —r2 r—nh
— —R? arctan .
3 R r2 — (r — h)?

kus R > r ja 0 < h < 2r. Tais mahuti korral on kera segment tditunud, so h = 2r ja
kera segmendi ruumala leidmiseks tuleb arvutada piirvdartus

lim Vieg(R,r,h) = g (2R3 — (2R? +r*)\/R? — r2) .
—2r

Mahuti silindrilise osa ruumala on leitav varasemast iilesandest (vt Ul 1.67).
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Ul 1.70. Teraskonstruktsiooni dekoratiivse komponendi jaoks 15i-
gatakse vilja ohuke plaat, mida kirjeldab jargmine piirkond

D: —2<z<2 0<y<4-—22
Plaadi tihedus soltub korgusest: punktis (z,y) on tihedus

p(z,y) = ky,
kus k£ > 0 on konstant ning y on kaugus plaadi alumisest servast
(z-teljest).
1. Leia plaadi mass.

2. Leia plaadi masskeskme (z,7).

Lahendus. Kui p(x,y) on plaadi tihedus, siis plaadi mass on leitav jargnevalt:

m= [ stanasan

Plaadi masskeskme koordinaadid on

(@,9) = (% %)

m m

M, = //yp(w,y) dedy, — My = //xp(w,y) dz dy.
D D

Kuna plaadi kuju ja vastav tihedus on siimmeetrilised y-telje suhtes, siis on
z=0.
Seega piisab y leidmisest.

1. Plaadi massi arvutamine.

2 p4—z?
m://p(x,y)dxdy:/ / ky dy dx.
—2Jo
D

Arvutame sisemise integraali:
4—z2 2 1 4—z2
Yy N k 212
/O vdy =k | 54 —127)
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98
Seega
ko[? ko [?
m= - (4—2°)de == (16 — 82° + z*) da.
2) 2),
Integreerime:
3 5
(16 — 82° + a*) do = 16z — 8i+ L
3 5
k 83 P |2
=2 (162 -2+ .
"= ( TS ) .
Seega:
256k
m=—-.

15

2. Plaadi masskeskme leidmine

2 pd—z?
/ ky2 dy dx.
0

Mz_//yp(x’y)dmdy_/Z/;x2y(k’y)dyd:r—/2

Sisemine integraal:

Seega
Lk [? s k[ \
My=7% [ (4—2*’de=73 [ (64— 482>+ 122" — 2%)da.
3/, 3/,
Saame: ] .
t/}64——48x2—F12m4——mﬁ)dx::64$<_16I34_1%?,__i%.
K 3 122° 2T\ |2 4096k
A[E—-3<64m——16x + 57 )L, 15
4096k
__ M. _ 105 _ 4096 15 16
YT T 256k 105 256 7
15
Seega
16
£,7) = (0,—).
(,9) ( = )

Masskese asub y-teljel umbes korgusel y ~ 2,29 m plaadi alumisest servast, see on
punkt, kuhu plaati toetades saavutaksime tasakaalu.

Vastus: 1. Plaadi mass m = Q?ﬂ 2. Maskeskme koodrinaadid (O, 1—76)



1.9. Joon- ja pindintegraalid 99

1.9. Joon- ja pindintegraalid

Ul 1.71. Projekteeritav kiitusemahuti on poordsilinder, mille raa-
dius on r. Mahuti katuseks planeeritakse poordparaboloidi

z2 + y2 = 2rz.

Leida kiitusemahuti katuse pindala.

Lahendus. Vorrandiga z = z(z,y) esitatud pinnatiiki X pindala arvutamiseks saab
kasutada esimest liiki pindintegraali

2 2
ng//dsz// \/1+<<9z) +(@) dz dy,
5 pra, S or oy

kus pr,, % on pinnatiiki projektsioon zy—tasandil.

Poordparaboloidi vorrandist leiame

Loy L 9w 9z _y
C2r 2r or r Oy r’

Leime niitid vajaliku pindintegraali

z\? )2 1
Sy = s = 1+ (7) + (*) dedy = - V12 + 22 + y2dx dy.
3 prwyZ r r r pr:EyE

Pinnatiiki projektsioon pr,, ¥ zy—tasandil on ring

1172 +y2 g 7”2,

ning selleparast maéistlik kasutada polaarkoordinaate

oz oz .
T = pcosp i cosp —psing
{ ) = Jpe) =0 al|=1|. =
Yy = psmey ap £ sin @ pPCoS

Polaarkoornaaatide korral on pinnatiikk ¥ méadratud vorratustega 0 < p < r ja

0 < ¢ < 27. Seega
1
Sz;:*// V2 + a2+ y2dedy =
r
Proy %
1 27 r 1 27 r
:’/ ds&/ pw2+,o2dp=*/ dw/ r2 4 p2d(r® + p%) =

" Jo 0 2r Jo 0
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4—/“ () — () ) =

77/’ 2ﬂegw_%r@ﬂ—g

27

- - 2
o (T+p)

2
Vastus: Katuse pindala S = ki (2\/5 — 1)

Ul 1.72. Projekteeritakse elliptilise ristloikega silindrilist mahutit,

mille vorrand on ) )
=i,
a b2

Mahuti plaanitakse iilalt katta elliptilise paraboloidiga

2 2
xf—i-yf:Qz.
a b

Leida mahuti katuse pindala.

Lahendus. Vorrandiga z = z(x,y) esitatud pinnatiiki ¥ pindala arvutamiseks saab
kasutada esimest liiki pindintegraali

2 2
Sg://dS:// \/14—(&2) -l-(%) dx dy,
5 Py, ox Oy

kus pr,, % on pinnatiiki projektsioon zy—tasandil.
Elliptilise paraboloidi vorrandist leiame

i+£ L 9z_z 0z _y
2b or o’ Oy b

Pindalaelement on

0z\2 0z\? /
ds_\/1+(8x) +(87y) dx dy = +f+bf2da:dy

Pinnatiiki projektsioon pr,, % =xy—tasandil ehk silindri ristldige on ellipsi
sisepiirkond, so méédratud vorratusega

2 2
€z Yy
2tE st

ning sellepdrast maistlik kasutada elliptilisi koordinaate (vt iilesanne 1.66)

{m:apcosgo, kus0<p<1, 0<¢<2m,

y =bpsinyp,
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Uleminekuvalemisest saame, et

T
= pcose, (g
= psin, (y

b

SRS RS

Selleks, et integraalis teostada iileminek ellipitlistele koordinaatidele, tuleb arvutada
Jakobiaan:

oz ox .
o) = % o _ acosy —apsing —abp
' g—z % bsinp  bpcosp

Jarelikult pindalaelement elliptilistes koordinaatides on

2 2
dS:\/l-&-%-&-%da:dyz\/1+p2abpdpd<p.

Leiame pinnatiiki pindala

2w 1
Sz;:// dS:ab/ p\/1—|—p2dpd<p=ab/ / o/ 1+ p2dpdp =
3 prP¢E 0 0

27 1 27 1
:%b/ dcp/ Qp\/l—i—pzdp:%b/ d(p/ \/1—|—p2d(1+p2):
0 0 0 0

27

1
ab 3 2w ab
dp = — 14+1)2 —1)dp = 2v2 —1).
p=t | (a+0E-1)de= T (v 1)

27
:%b (1+p2)%
0

0

Vordle leitud pindala arvutamise reeglit iilesandes 1.71 leitud reegliga.

2wab

Vastus: Katuse pindala Sy, = 3

(2v2-1).
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Ul 1.73. Olgu zy-tasandil olev kaar jaotatud n osakaareks pik-
kusega I; (i = 1,2,... ,n). Teades nende osakaarte pinnakeskmete
koordinaate x;, ;, siis kaare pinnakeskme koordinaadid x, 3 on osa-
kaarte pinnakeskmete koordinaatide kaalutud keskmine, kus kaalu-
deks on osakaarte pikkused I;

Z jlll Z jzlz Z 7ilz E gllz
_ =1 izl _ =1 =1
Tr = n - l I y - n - l )
>l >
i=1 =1

kus [ on kaare kogupikkus.

Kui kaar jagada 16pmata véaikesteks osakaarteks, siis piirprotsessil
n — oo asenduvad summad joonintegraalidega

Jyydl _ Jyydl
a1

dl dl

Jydi l

kus intgreeritakse iile kogu kaare pikkuse [. Stimmeetrilise kaare
pinnakese asub selle simmeetriateljel.

Leida poolringjoone pinnakese kui ringjoone raadius on r.

Lahendus. Kasutame polaarkordinaate selliselt, et poolusesks on ringjoone keskpunkt
ja poolring toetub polaarteljele. Otsitav pinnakese on poolringi siimmeetriateljel.

Poolringi pikkus
l:/dl:/rdgozrgo
1
0

=TT

™
0
Leiame teise integraali

™

/ydl:/rsincp-rdcpZTQ/sincpdga:—r2singo
!
0

0

2
_f:T,
0

seega

2
Vastus: Poolringi pinnakese on punktis M (0, l)
m
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Ul 1.74. Olgu zy-tasandil olev kujund jaotatud n osakujundiks
pindalaga S; (i = 1,2,...,n). Teades nende osakujundite pinna-
keskmete koordinaate x;, y;, siis kujundi pinnakeskme koordinaadid
Z, y on osakujundite pinnakeskmete koordinaatide kaalutud kesk-
mine, kus kaaludeks on osakujundite pindalad S;

NgE

Si

o

I
—

055513 i Z;S; i Ui Si
— 7 =1 _
xr = = 5 Yy =
S; S

1 =1

=1

Yi
S b

o

7
kus S on kujundi pindala. Kui osakujund k osutub viljaloikeks,
siis selle pindala Sj loetakse nende valemite lugejas ja nimetajas
negatiivseks, so S < 0.

Kujundi jaotamisel 1opmata véaikesteks osakujunditeks asenduvad
piirprotsessil n — co summad pindintegraalidega

) gfde £f$d8 ) {vfde {vfde
=Y T s YT jjas - s WA
S S

kus intgreeritakse iile kogu kujundi pindala S. Stimmeetrilise kujun-
di pinnakese asub selle kujundi siimmeetriateljel.

a) Leida kolmnurga pinnakeskme korgus kui kolmnurga alus on
b ja korgus h.

b) Leida ringi sektori pinnakeskme asukoht kui sektori sisenurk
on 2« ja raadius 7.

c¢) Leida veerand- ja poolringi pinnakeskme asukoht.

Lahendus. a) Valime ristkoordinaadid nii, et z-teljeks on kolmnurga alus ja
koordinaatide alguspunkt asub aluse iihes tipus (vt joonis 1.4).

Selliselt valitud koordinaatide korrale on pinnakeskme korguseks selle teine
koordinaat, seega valemitest (1.24) pdhjal

£fyd$'

Y= 5
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kus S on kolmnurga pindala.

0 b x

Joonis 1.4: Kolmnurk koordinaadistikus

Arvutame kolmnurga pindala:

S:/S/dS:/S/dacdy:O/hdy::/y(j>da::0/h(m2(y) —21(y))dy,

kus z1(y) ja z2(y) on lineaarsed funktsioonid ja nende vahe z2(y) — z1(y) on samuti
lineaarne funktsioon, mis geomeetriliselt kujutab endast kolmnurga laiust b* jooksval
korgusel y.

Méédrame jargnevalt lineaarse funktsiooni b*(y) = cy + d kordajad c ja d:

y=0 = b 0)=c-0+d=b = d=b |,

y=h = b (h)=c-h+d=b = c:—%,
millest
za(y) ~ () =~y + b
Kolmnurga pindala
h
Sz/(—%erb)dy:(—%ngrby)Zz—%hz—kbh:%.
0

Pinnakeskeme korguse y leidmiseks tuleb arvutada integraal
J— f s ydS
S

Selle murru lugejas olev pindintegraal on

h h

/S/ ydS = /S/ydxdy = /ydy:j/:)dx _ /y(wg(y) e (y))dy =

0 0
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h h
_ . b _ b 3 bo\|"_  b,3 b bA
—/ybdy—/y( Ey+b)dy_( Y +§y)0— Gh’+gh’ ==
0 0
Seega pinnakeskme kérgus § = % a2 =k

b) Valime ristkoordinaadid nii, et z-teljeks on sektori stimmeetriatelg ja koordinaatide
alguspunkt asub sektori tipus (vt joonis 1.5).

1}

o

Joonis 1.5: Sektor koordinaadistikus

Sektori pinnakeskme koordinaatide leidmiseks kasutame polaarkoordinaate p ja .
Leiame koigepealt sektori pindala

Sz//dS://pdpdga:/pdp/dgszoz/pdpzoz,o2
S S 0 —a 0

Arvutame staatilise momendi y-telje suhtes viies integrandi iile polaarkoordinaatidele
xdS = pcosp pdpdyp

//:EdS:/p2dp/cosgod<p:/p2dp(sincp)
S 0 —« 0

2
=Qar .

T
0

r
«@

= ZSina/dep:
0

_ 2sina g 3 T_2r3sina
- 3 (p ) 0 - 3
Valemitest (1.24) jareldub, et
ffatdS
S - 2r3 sin a

T =

S 3.ar?’
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millest

2r sin «
. 1.25
% (1.25)

T =

I

c) Veerand- ja poolpooling on sektorid vastavalt nurkadega oo = § ja a =

' d=2r

Joonis 1.6: Veerand- ja poolring koordinaadistikus

Valime veerandringi korral polaarteljeks esimese veerandi nurgapoolitaja, siis valemi
(1.25) pohjal saame, et polaarteljel (so sektori simmteetriateljel) asuva pinnakeskme
kaugus koordinaatide alguspunktist ehk poolusest on

2r V2 4 4/

3 2 7 3«

_ 2rsin§ 4
P= 3 s

Teostame tilemineku ristkoordinaatidele

4\/57' 7r_4\/§r \/§_4r

3r 4 3r 2 37

4/2r . 7T_4\/§r \/5_47"

e S = R

Valime poolringi korral polaarteljeks y-telje, siis valemi (1.25) pohjal saame, et
polaarteljel (so sektori simmteetriateljel) asuva pinnakeskme kaugus koordinaatide
alguspunktist ehk poolusest (vt ka iilesannet 1.48) on

2rsing 2 4r
T 31

Poolring koosneb kahest veerandringist ja pinnakese on diameerist mo6tes kummalgil

kujundil samal kérgusel.

h
Vastus: a) pinnakeskme korgus on y = 35
n

T =

b) sektori pinnakese siimmeetriateljel o

4r 4 4
¢) veerand- ja poolringi pinnakese on vastavalt punktides (—r, —T) ja (O, —r)
3m’ 3w 3
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Ul 1.75. Arvuutada joonisel kujutatud betoonist tammi mass vot-
tes betooni tiheduseks p = 2300%.

AT

v

o

Lahendus. Selle iilesande lahendamiseks kasutame Pappus-Guldini teist teoreemi
(PGIIT): poordkeha ruumala on vordne teda genereerinud pinna pindala ja selle pinna
pinnakeskme poolt joonistatud ringjoone pikkuse korrutisega.

V://dV://2W$dS:2W//$dS:2ﬂ.’Z'S.
\% s s

Seega PGIIT jirgi tuleb arvutada suurus z - S = (50 + ') - A.

Tammi ristldige koosneb 10 m x 10 m mootmetega ruudust ja veerandringi kujulisest
viljaldikest, mille keskpunkt on joonisel (vt 16ige A-A) ruudu iilemises vasakus nurgas
ning raadius 9 m.

Kuna tammi kaarele vastav nurk on 60°, siis selle ruumala on 60°/360° ehk é kogu
poordkeha ruumalast.

. 2 4-9\ 79
T8 =(50+5) 10" — (50 + 5 —) - —

~ 2076.14m°,

Vastus: Tamm kaalub 5000.5 tonni.
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U1 1.76. Homogeense, st konstantse massitihedusega, keha mass-
keskme koordinaatide arvutamine langeb kokku keha ruumala- ehk
mahukeskme arvutamisega.

Kehaga seotud koordinaatide siisteemis on selle mahukeskme koor-
dinaadid z, ¥, z arvutatavad kui kaalutud aritmeetilised keskmised
osakujundite mahukeskmete koordinaatidest ;, ¥;, z;, kus kaalu-
deks on osakujundite ruumalad V;:

Vi Y aVi 9S> iSi EVio > zZVi
_ =1 i=1 _ =1 i=1 __i=1 i=1
T = n ) y = n = ) z = n = )
vV s ° v oV
i=1 i=1 i=1

siin V' on keha ruumala. Kui osakujund k osutub véljaloikeks, siis
selle ruumala Vj, loetakse nende valemite lugejas ja nimetajas nega-
tiivseks, so Vi < 0.

Keha jaotamisel 16pmata véikesteks osakujunditeks asenduvad piir-
protsessil n — co summad integraalidega

) fJf:ch f‘!fxdv fnydV fnydVﬁ fvffde fszdv

[T = v U TV T =V

kus integreeritakse iile kogu keha ruumala V. Stimmeetrilise keha
mahukese asub selle keha siimmeetriateljel.

Leida poolkera mahukeskme asukoht.

Lahendus. Olgu poolkera raadius R ja seome sellega koodinaadistiku selliselt, et
zy-tasand on poolkera pShjaks ning z-telg on poolkera siimmeetriateljeks.
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Jarelikult mahukese jaab z-teljele ja selle esimesed kaks koordinaati on
T=7=0.

Tuleb méarata mahukeskme koordinaat z-teljel

e

Selleks leiame koigepealt integraali

" R 2 R 4
1
/// de:/ 7Tr2zdz:7r/ Z(R2—22)d2,‘:71‘(R722—7Z4> :ﬂ'R
|4 0 0 2 4 0 4
Poolkera ruumala
vl 4rR _4nR
2 3 6
millest saame, et
4
=T 6 3R g 375k,

4 4T R3 8
33)

Vastus: Poolkera mahukeskme koordinaadid on (O, 0, e
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Ul 1.77. Vedeliku hiidrostaatiline surve on jouvili, mis kasvab li-
neaarselt vedelikusamba sligavusega ja on joonisel ndidatud teljesti-
kus arvutatav valemiga p = pg z [Pa] , kus p on vedeliku tihedus, g
raskuskiirendus ja z koordinaat méodab siigavust. Vedelikus mojub
vedeliku hiidrostaatiline surve koéigis suundades iihtemoodi, kokku-
puutes kehadega aga alati risti keha pinna normaaliga, néiteks risti
anuma seintega.

Joonisel kujutatud veehoidla seinas on ringikujuline suletud luuk ja
veetase ulatub tapselt poole luugi kérguseni.

a) Leida jou avaldis, millega vesi koormab luuki raadiusega 7.
b) Arvutada luugile méjuv joud, kui vedelikuks on vesi

0= 1000%, g =19,815 jaraadius r = 2m.

Lahendus. a) Arvutame luugile mdjuva summaarse jou ehk jouvilja resultandi

R://pdA,
A

kus A on vee survele allutatud luugiosa pindala.

dA=dxdz
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Arvutame resultandi

R://pdA://ggsz - gg//Asz:

7'2722 T
—gg/ dz/ = 2gg/ z\/r? — 22dz.
0

Tz,ZQ
Teeme viimases integraalis muutujate vahetuse
u=r>—22  du=2zdz,
millest parast integreerimispiirkonna iimberarutamist saame

0

Re 299/ fdu__ggguz
b) Luugile mojuva jou arvutamiseks kasutame valemit (1.26):
R= % -1000 - 9,81 - 2% = 53320 N = 52, 32 kN.

Vastus: ) R= 20973, b) R=52,32kN.
3
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U1 1.78. Laias betoonist avasingis toimub kiirevooluline veevool,
mida rahustatakse voolurahustusploki abil (vt joonis 1.7). Séngi
laius on piisavalt suur, et voolu saab késitleda {ihemootmelisena.
Voolamine on statsionaarne ja horisontaalne. Plokk pohjustab vee-
taseme tousu: enne plokki on veestigavus d; = 0.5 m ja péarast plokki
d; = 1.2 m. Antud on vooluhulk séngi laiuse kohta ehk erivooluhulk
q = 8.33 m?/s. Arvuta, kui suur on voolu poolt tekitatud reaktsioo-
nijoud ploki laiusiithiku kohta. Vee tihedus on p = 1000 kg/m? ja
raskuskiirendus g = 9.81 m/s%.

Joonis 1.7: Kiirevoolulise avaséngi aluspohja paigutatud voolurahustusplokk.

Lahendus. Ulesande lahendus p&hineb liikumishulga jésvuse seadusel, mille iildine
esitus fikseeritud kontrollmahule (vt joonis 1.8: Voolamine 14bi fikseeritud
kontrollmahu (KM), mida sulgeb kontrollpind(KP)) on jargmine:

% VpudV—&—/Spu(u~n)d14:Z:FU7 (1.27)
kus V on kontrollmahu ruumala, S on kontrollpind (kontrollmahu suletud pind), u on
voolukiirus, n on kontrollpinna normaalvektor ja F, on kdaik vélisjoud (sh réhujoud,
takistusjoud jne).

Vorrandit (1.27) saab lihtsustada. Kuna vool on statsionaarne, siis voolamine ei soltu
ajast ja seega

d
— [ pudV =0.
dt f,
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Joonis 1.8: Voolamine 14bi fikseeritud kontrollmahu, milles sulgeb kontrollpind.

Vool on horisontaalne ja ithesuunaline, véime kirjutada

/pu(u-n)dA = / puldA,
s s

kus u on suhteline voolukiirus piki kontrollmahtu. Réhu kontrollpinnal annab vedeliku
hiidrostaatiline réhk, mis on seotud vedeliku siigavusega

p=pgd,

kus d on siigavus vees.

Valime kontrollmahu, mis hdlmab séngi ristldike enne plokki (1) ja parast plokki (2)
(vt joonis 1.7). Ulemine ja alumine pind ei panusta liikumishulka horisontaalsuunas
saame joudude tasakaaluvorrandiks

pAgug - pAluf + p2As —p1 AL = F,
kus A; = bh; on ristléike pindala, v; = q/hi on voolu Kkiirus, p; = pghi/Z on

hiidrostaatiline rohk. Jagades kogu avaldise séngi laiusega b, saame reaktsioonijou
laiusiihiku kohta

E. 2,1 1 1 2 2
= — = - — = —pg(ds —d7).
fr= =ra (g = g+ 5pg(dz — di)
Kasutades lahteandmeid, saame
2 1 1 1 2 2

Vastus: Voolu tekitatud reaktsioonijoud ploki laiusiihiku kohta on f, = —71500 N/m.
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Ul 1.79. Silla element, mis on valmistatud painutatud terastorus
valislabimooduga 400 mm ja seinapaksusega 10 mm on vaja kraana-
ga paika tosta. Sillaelemendi korgus on 6 m ja pikkus 12 m. Sillaele-
mendi painderaadius on R ja vasakpoolne toru ots on risti y-teljega.

Selleks, et element piisiks tostmise ajal samas asendis, peab kraana
tostepunkt asuma samal joonel raskuskeskme asukohaga. Leia in-
tegreerimise teel toru horisontaalne raskuskese (vt joonis 1.9).

Kraana tistepunkt

Raskuskeskme asukoht

i .'9
¥ 3
fos
7 T
’

T

~
BO0O

Joonis 1.9: Silla element.
Lahendus. Kuna toru kesktelge saab kirjeldada kaare abil, siis médrame esmalt kaare
raadiuse ja kaare parempoolset alguspunkti kirjeldava nurga o (vt joonis 1.10).

Kirjutame vélja seosed raadiuse R, nurga « ja kaare peam&otmete vahel
R— Rsina=6 ja Rcosa=12.

Moodustame nendest vorranditest siisteemi ja lahendame selle. Asendame teise
vorrandi esimesse ja leiame kaare raadiuse R ning nurga o.

12
cos o

(1 —sina) =6 = 2(1-sina)=cosa

2(1 —sina) = /1 —sin2a = 4—8sina+4sin’a=1—sin’a
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6000
-

|-1

12000

=
x

1 -

Joonis 1.10: Silla elemendiga seotud nurk.

Seega nurga « siinuse midramiseks saame ruutvorrandi

5sin2a78sina+3:0,

millest
8++/82—-4.5-3 1 a; =arcsinl = F,
sinag = ——————— = sina=| j3 = s
2-5 5 Qg = arcsin (g)

Meile sobib nurk a2 ja niiiid saame leida otsitava raadiuse

rR=—0 - 0 _y5
1 —sina 1—-

wlw

Leiame elemendi z-telje suunalise raskuskeskme kasutades integreerimist. Oletame, et
materjali tihedus on konstantne

_ fv de.
J,av
Léhme ruumintegraali pealt iile joonintegraalile

dV = A-ds,

Cy

kus A toru ristléike pindala. Siis

zAds xds
Cp == C s
[ Ads R [ds’

sest siin ristloike pindala taandub.

Teeme veelkord koordinaatide teisenduse ja ldheme iile polaarkoorinaatidele

ds=R-dp ja r = R-cosf.
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Niiiid saame, et z-telje suunaline raskuskeskme koordinaat avaldub kujul

Bl 3
chos/B“Rd/B Rfcos/a’dﬂ
C :az _ ag

J Rdp
ag

dp

S 3

Leiame murru lugejas ja nimetajas olevad integraalid eraldi:

sy

/cosﬁdﬁ:sin/ﬁ' 3_2

. .
=sin— —sinas =1— - = =

:
s 2 5 5

=l —E—arcsin(é)
. 2 2T 2 5)°

Jarelikult raadiuse R = 15 korral

1 6
5 — arcsin (%) N 5 — arcsin (g) ~ 6,47 m.

Cz=15-

[0 )

Vastus: Kraana tostepunkt peab olema sillakaare vasakust servast 6,47 m kaugusel.
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1.10. Fourier asjad

Ul 1.80. Hiidraulilises juhtimissiisteemis kasutatavat ventiili ja sel-
le klappi v6ib modelleerida sumbuva vedru-massi stisteemina. Lisaks
vedrujoule ja summutusjoule méjub ventiilile ka vedeliku réhujoud,
mis muutub vastavalt ventiili avanemis- v6i sulgumisastmele. Esi-
ta klapile mojuv rohk Fourier’ reana, kui kambri rohk p(t) muutub
joonisel 1.11 naidatud viisil.

pif) = rtk, Pa

Joonis 1.11: Hiidrauliline siisteem ja klapile m&juv rohk.

Lahendus. Rohk avaldub kujul

50000t,0 < t < %
p(t) =
50000(2 — t), = <
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kus T on periood. Vonkumise sagedus w = 2% = 7 rad/s. Rohk Fourier’ reana avaldub

kujul
p(t) = 6;70 + 252 a5 cos(jwt) + X521 b; sin(jwt)

ja kordajad leiame avaldistega

T 2

2

a0 = 7 / p(t)dt = 50000tdt + / 50000(2 — t)dt = 50000,
0 1

9 [T
aj = ?/ p(t) cos(jwt)dt =
0

- 50000(/1t cos(jwt)dt + /2(2 —1) Cos(jwt)dt) -

= 50000 - 2

T
b; = T/ p(t) sin(jwt)dt =
0

1
= 50000(/ t sin(jwt dt+/ 2 —t)sin ]wt)dt)
0

2sin(jm) — sin(2j7)

= 50000 - =0.
(jm)?
Seega funktsiooni p(¢) Fourier’ rida on
2.10° 2.10°
p(t) = 25000 — — cos(wt) — e cos(3wt)

Rohk erineva realiikmete arvu n korral Fourier’ rea summana.

Vastus: Klapile mojuv rohk p(t) = 25000 — (wt) — 255 cos(Swt)



1.11. Harilikud diferentsiaalvorrandid 119

1.11. Harilikud diferentsiaalvorrandid

Ul 1.81. Reovee keemilise voi biokeemilise puhastamise kiigus vi-
heneb reaktandi (saasteaine) kontsentratsioon kiirusega, mis on pro-
portsionaalne kontsentratsiooni teatava astmega. Tapsemalt kehtib
jargmine diferentsiaalvorrand:

dA

— = —kA®, 1.28

v (1.28)
kus A > 0 reaktandi kontsentratsioon, a > 0 on reatsiooni aste ja
k > 0 on reaktsiooni iseloomustav kordaja. Leida diferentsiaalvor-

randi (1.28) erilahend, mis vastab algtingimusele
A(0) = Ay, (1.29)

kus Ag > 0. Milliste « vadrtuste korral jouab kontsentratsioon 16p-
liku aja jooksul nulli?

Lahendus. Eraldame vorrandis (1.28) muutujad ja integreerime:

;%1 = —kdt = j—é = —kt + C, C — suvaline konstant.

Vaatleme eraldi kolme juhtu: 0 < a<1l,a=1jaa > 1.

o 11—«
1) Kui 0 < a < 1, siis saame “;ia = —kt+ C. Algtingimuse (1.29) pdhjal C' = ;107& .
Seega

11— Alfoz %a

11—« —«a

Kontsentratsioon A saavutab nullvdirtuse ajahetkel ¢t = (1‘:‘73‘%.
2) Kui a = 1, siis saame In A = —kt + C. Algtingimuse pohjal C = In Ag. Seega

InA=—-kt+Indy = IhnA-InAy=-kt = lnAi:fkt =

A _ —kt o —kt
AO =e = A= Aoe .

Kontsentratsioon A jaab nullist erinevaks koigi ¢ > 0 korral, kuid 1dheneb
eksponentsiaalselt nullile protsessis t — oo.

3) Kui a > 1, siis nii nagu juhul 1) saame % = —kt + C. Seekord on suurus 1 — «

negatiivne. Teisendame saadud vordust nii, et sellesse jadvad positiivne kordaja ja A
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positiivne aste:

1
=kt—-C
(@ —1)A>—1
Algtingimuse (1.29) pohjal C = ———2L1 . Seega
(a—1)Ag
1 1 1
—— =kt + = = — 1kt + =
(@ =)A=t (a—1)A5" Aot = (@) Agt
1
A= =
(a — 1)kt + a5

Kontsentratsioon A jaéb nullist erinevaks koigi ¢ > 0 korral ja laheneb nullile
protsessis t — oo astmefunktsiooni kiirusega. Tapsemalt:

1 __1 .
A~v ——— ¢t o1 kui t— oo.

(@ — 1)k]==T

Vastus: Kui 0 < a < 1 jouab kontsentratsioon nulli ajahetkel ¢ = (1’:‘7&),@‘
Juhul a > 1, siis jouab kontsentratsioon nulli kui aeg ¢t — oo.

Ul 1.82. Ruumis paikneva 6hu ruumala on 60m?® ja algne hap-
nikusisaldus 16%. Ruumi lastakse juurde ohku hapnikusisaldusega
21% kiirusega 1600 ﬁ Sama kiirusega véljub ka segunenud 6hk
ruumist. Ruumis paikneb 10 inimest, kellest igaiiks tarbib hapnik-
ku kiirusega 250 %1;1 Leida aeg, mille jooksul ruumis paikneva 6hu
hapnikusisaldus touseb 20%-ni. Méeldud on mahuprotsente.

Lahendus. Toome sisse jargmised suurused: y(¢) - ruumis sisalduva hapniku ruumala
liitrites, t - aeg minutites. Tuletame jargmise diferentsiaalvorrandi:

= 1600 - 0.21 — 1600 - —2— — 10-0.25 .
LS 60000  ~—=—
sissevool — tarbimine
valjavool

Algtingimus on y(0) = 0.16 - 60000. Saame jargmise Cauchy iilesande:
y =r—cey, y(0)=9600,

kus 1600
r =1600-0.21 — 2.5 =333.5, ¢ = 50000 ~ 0.0267.
Leiame diferentsiaalvorrandi iildlahendi:
d—y:r—sy = dy =—dt =

dt ey —r
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/ dy :7/dt = 1ln|€yfr|:7t+0*, C"eR =
ey —r €

y(t) = Yoo — Ce™ ", C €R,

kus yoo = Z. Avaldame algtingimusele vastava erilahendi:

Y(t) = Yoo + (9600 — yoo e ="

Ulesandes noutud ajahetke ¢ leidmiseks tuleb lahendada vérrand

Yoo + (9600 — Yoo )e ™" = 0.2 - 60000.

Lahend on

1 12000 — Yoo .
t=—-1 ————=— | = 65. .
. n<9600_yw> 65.5 min

Vastus: Ruumis 20% hapniku sisalduse saavutamiseks kulub 65.5 minutit.

Ul 1.83. Talvel hoitakse kontorihoones tédajal dhutemperatuur
21°C. Kiite liilitati valja kell 22:00 ja liilitati uuesti sisse kell 6:00.
Uhel 66sel kell 2:00 méddeti kontorihoones temperatuuriks 18°C.
Ohutemperatuur viljas oli kell 22:00 10°C ja langes kell 6:00 4°C-
ni. Milline oli Shutemperatuur hoones kell 6:00 hommikul, kui see
sisse lilitati?

Katsed néitavad, et keha temperatuuri muutumise kiirus (ehk soo-
jusvoog) on proportsionaalne keha ja timbritseva keskkonna tempe-
ratuuri vahega (Newtoni jahutusseadus):

dT'(t)

— = a(T(t) — tyalis) (1.30)

kus T'(t) on sisetemperatuuri soltuvus ajast, %&t) on s00jusvoog, «

on soojusiilekandetegur (modteithik on W/(m”K). Siin eeldatakse,
et valistemperatuur t)is on konstantne.

Lahendus. Kuna vorrandis peab olema konstantne vélisdhu temperatuur, siis valime

selleks temperatuuri keskvaértuse

10+ 4 o
tvéilis = ;_ =7 C

121
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1) Eraldame diferentsiaalvorrandis (1.30) muutujad
=adt

ning integreerime

/%:/adt = W[T() -7 =at+InC.

Seega otsitav funktsioon on
Tt)=74+Ce*".

2) Loeme kiitte vélja lillitamise hetkeks ¢ = 0, st T'(0) = 21°C. Sellest algtingimusest
leiame integreerimiskonstandi C'

TO)=7+Ce®*" =21 = C=14

3) Madrame soojusiilekandeteguri a. Kella 2:00 on kiitte sulgemisest médodunud ¢ = 4
tundi ja kontorihoone Shutemperatuur on 18°C, seega

1. /11
TA) =7+ e’ =18 = a:zln<ﬂ)x—0.06,

millest leiame funktsiooni 7'(¢) 16pliku kuju:
T(t) =7+ 14e 20,

4) Hommikul kell 6:00 on kiitte véljaliilitamisest mé6dunud ¢ = 8 tundi ja enne kiitte
sisseliilitamist on kontorihoone ligikaudne 6hutemperatuur

T(8) =7+ 14e "% x~ 16°C.

Vastus: Kitte sisseltilitamise hetkel on chutemperatuur 16°C.
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Ul 1.84. Mehaanilise siisteemi vabavonkumisi saab kirjeldada teist
jarku homogeense diferentsiaalvorrandiga

m + kx = 0, (1.31)

kus x on keha siire, m on vonkuva keha mass ja k vedru jéikus (vt
joonis 1.12). Keha mass m = 3600 kg ja vedru jiikus k£ = 90000
N/m. Naita, et tildlahend kujul z(¢) = X cos(w,t — ®) rahuldab
diferentsiaalvorrandit, kus ¢ on aeg, X vonkeamplituud, omavonke-
sagedus wy, = \/g ja ® on algfaas. Leida X ja ®, kui kehale antakse
algsiire z(0) = 0.08 m ja algkiirus #(0) = 0.1 m/s.

13

x(r)

3

ey
Joonis 1.12: Vonkuv vedru-mass siisteem.

Lahendus. Leiame iildlahendist z(t) = X cos(wnt — ® vajalikud tuletised ja asendame
need differentsiaalvorrandisse (1.31):

—mXw? cos(wn — ®) + kX cos(wn, —P) =0 | : [mX cos(wn — D))

k
—wl 4+ = =—wl 4w =0
m
Leiame X ja ® algtingimustest

z(0) = X cos(—V) = 0.08
{x(O) = —Xwpsin(—¥) =0.1

/ 2
X =4/0.082 + (05—1) = 0.082m

0.1 o
= t =0.245rad = 14".
Town arctan 0085 0.245 ra

V¥ = arctan

Vastus: Vonkeamplituud X = 0.082m ja algfaas ¥ = 14°.
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Ul 1.85. Joonisel on esitatud kahuri mehanism. Kui kahurist las-
takse, kiirendavad korgrohulised gaasid miirsku torus viga suure
kiiruseni. Vastureaktsioonijoud surub kahuritoru vastassuunas vor-
reldes miirsu liikkumisega. Kuna soovitav on tuua kahuritoru voima-
likult kiiresti ja ilma vonkumiseta tagasi puhkeasendisse, liigub see
tahapoole vastu kriitiliselt summutatud vedru—summuti siisteemi,
mida nimetatakse tagasilodgimehhanismiks. Uhel konkreetsel juhul
on kahuritoru ja tagasiloogimehhanismi kogumass m = 500 kg ning
vedru jaikus £ = 10000 N/m. Kahur liigub lasu tagajirjel tahapoole
0.4 m. Kahuri liikumist kirjeldab kriitiliselt summutatud liikumine
kujul z(t) = (C1 + Cat)e !, kus omavonkesagedus w, = \/k/m ja
konstandid C = zg ning C5 = 9 + wp,xg = 0.1. Leia kahuri tagasi-
166gi kiirus ja aeg, mis kulub kahuri tagasiliikumisel asendisse, mis
jaab 0.1 m kaugusele esialgsest asendist.

Miirsk

Kahuri toru j

il =

- Tagasiloagimehanism
(vedru ja summutiga)

Lahendus. Kahuri tagasilotgi maksimaalse asendi ajahetkel t; saame leida vorrandist
z(t) = 0. Diferentseerime liikumisvorrandit

CIZ’(t) = (Che wnt _ Wn (Cl + 0215)6 —wnt
Et ©(t) = 0, saame

1 Cy
1= — — <.
wn  Co
Kuna algasendis o = C; = 0 saame
=t =/
te Wn k

ja maksimaalses tagasilodgiasendis Tma. = 0.4, voime kirjutada

—w . m _1  Zo [/m
xmaz:xt =Cte "tl:x \/je = — )
( 1) 201 0 % o i



1.11. Harilikud diferentsiaalvorrandid 125

L0 = Tmaaz € H E == 4863m/s
m

Kui ¢, tédhistab aega kahuri liilkumiseks 0.1 m kaugusele esialgsest asendist, siis

siit

0.1=Catye “n2 = 4863t 447202
mis annab tulemuseks to = 0.826 s.

Vastus: Kahuritoru tagasiloogi kiirus on 4.863 m/s ja tagasiliitkumiseks kulub 0.826s.
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U1 1.86. Varda labipainet saab kirjeldada diferentsiaalvorrandiga

d4

kus p on talale rakendatud joud pikkustihiku kotha, w = w(z) on tala ldbipaine
ehk tala kesktelje punkti koordinaadiga x vertikaalne siirdumine koormuse p
mojul ja E I on tala paindejaikus.

Leia diferentsaiaalvorrandi tildlahend ja sobita see dédretingimustega.

w(0) =0

X w)=0

A S

d
EW(O) =0

dZ
! FW(L) =0
N

Joonis 1.13: Varda lédbipaine.

Lahendus. Leiame diferentsiaalvorrandi lahendi integreerimise teel. Kuna
paindejiikus E' I ja talale rakendatud joud p on konstandid, saame lédbipainde
leidmiseks molemaid pooli integreerida vajalik arv kordi.

Integreerime diferentsiaalvorrandit (1.32) neli korda:

d3
d2
Elww
d
El—
dz

EIw(zx)

px+017

p

2x2+01x+6’2,

(1.33)

2
7563+C1£+C2I+03,
6 2

b
24

i

(1.34)

2

4 1’3 x
T +01€+027+C3x+04. (1.35)

Sellega on meil diferentsiaalvorrandi lahendi iildkuju (1.35) leitud.

Sobitame niitid lahendi daretingimustega ehk leiame integreerimiskonstandid.
Kasutame selleks joonisel 1.13 olevaid seoseid.

Esimeseks seoseks on tingimus, et ldbipaine peab tala vasakpoolses otsas olema null

ehk

w(0) = 0.



1.11. Harilikud diferentsiaalvorrandid 127

Uldlahendist (1.35) leiame
0’ 0
ETw(0) = 2%-04+01-€+Cg~5+03-0+04=07
millest Cy = 0.

Sarnaselt kasutame ldbipainde esimese tuletisega seotud ddretingimust

d

%w(()) =0.

Selle ddretingimuse jérgi ei tohi tala vasakpoolne ots péérduda. Konstantide
leidmiseks kasutame l&bipainde tuletise avaldist (1.34)

a p 3 02
- £ [ . =
FE1 Iw(O) 6 0° 4+ C1 5 +Cs-0+4+C3 0,
millest C3 = 0.

Niitid kasutame joonisel 1.13 olevaid parempoolseid dédretingimusi. Ka paremal peab
labipaine olema null, siis

w(L) =0.
Arvestades eelnavelt leitud konstante Cs = C4x = 0, saame iildlahendist (1.35)
P 4 L3 L2
EFlw(l)=—"-L - — -— =0. 1.
w(L) 21 +Ch 6 + Cs 5 0 (1.36)

Antud juhul tekkis meil pisut keerukam seos ja viimased konstandid saame leida koos
viimase aédretingimusega. Selle daretingimuse jérgi on tala parema otsas ldbipainde
teine tuletis vérdne nulliga (vt joonis 1.13)

d2
Ew(L) =0.
Lébipainde teine tuletis korrutatuna ldbi paindejaikusega on vordeline tala otsas
mojuva momendiga. Kuna tala parempoolne tugi on selline, et see momenti vastu ei
vota ja toele pole rakendatud ka vélist momenti, peab avaldise vdartus vorduma
nulliga. Siis vordusest (1.33) saame
Eld—zw(L)—B L’ +C1-L+Ca=0 (1.37)
dx? ) ! 2= '
Vorranditest (1.36) ja (1.37) koostame konstanitde C; ja C2 méédramiseks
vorrandisiisteemi . ,
L L+ O+ L =0,
E-L*4+Ci-L +Cy=0.

Teisendame siisteemi kuuluvaid vorrandeid

pL? +4LCy 4120, =0, Oy = JQZL2 —CiL
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ning teostame asenduse
pL%Hmcr+n(—gL?—aL)=o N (nz—gpL
Niitid saame leida viimase konstandi
Dr2 5 1
C :—7L-—(—7 L)L Cyr= ~pL2
277 g - 2T gP
Vérdusest (1.35) leiame ladbipaindfunktsiooni 16pliku kuju

w(zx) = 48; i (2364 —5La% +3L7 a:2>.

Teeme iihe naitearvutuse.

Olgu meil vardaks puidust ehituspruss ristloikega 100 x 50 mm ja pikkusega 3m. Tala
ristloike inertsmoment

100°
12
Puidu elastsusmoodul paindel olgu

E=11-10> MPa = 11 - 10° Pa.

I=50- =4.167-10° mm* = 4.167 - 10" % m*.

Paneme talale koormuse 100 kg meetri kohta ja teisendame selle njuutoniks
millimeetri kohta ehk

p=100-9.81 =981 N/m.
Seega tala keskel saame labipaindeks

_ 981 4 2 2 2\ _
w(l.5) = 18 11.10° 4167 . 10=5 (2 1.5 -5-30-1.5"+3-3.0"-1.5 ) = 0.009 m.
Seega, tala keskel on labipaine 9 mm. Tala ldbipainde graafiku kuju on toodud

alloleval joonisel.

tala labipaine [mm]

x — koordinaat [m]

Prussi labipaine.

Vastus: Varda labipainet kirjeldav funktsioon on w(z) = 5%~ (2m4 — 5L + 317 x2).
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Ul 1.87. Koormus, mis mdjub risti tala teljega x,y-tasapinnas,
tekitab talas sisejoududena poikjoudu Q(z) [N] ja paindemomen-
ti M (z) [N - m]. Sisejoud tagavad koormatud olekus tala mahu- ja
kujukindlust ning mis tahes mottelise 16ikega eraldatud talaosa ta-

sakaalu.
.ll _\-
]/K‘ g [N/m] g [N/m]
R
t x ( x
Olx) Wix)
O(x) tasakaalustab tala mattelise osale M(x) tasakaalustab tala mottelise osale
mdjuvad y-telje sihilised) dud mdjuvad z-telje sihilised momendid

Horisontaalsele jaiga kinnitusega talale méjub vertikaalne joonkoor-
mus, mille projektsioon y-teljele on antud avaldisega

pla) = —q(?)2 [g] (1.38)

kus ¢ > 0 on lauskoormuse intensiivsus tala paremas otsas ja [ on
tala pikkus. Teades diferentsiaalseoseid

Q'(z) = —p(z), M'(z) = Q(z) ja M"(x) = —p(x)

arvutada sisejoud Q(x) ja M (z). Integreerimiskonstandid saab m&&-
rata ddretingimustest, et tala paremas otsas puudub koondjoud ja
puudub koondmoment ehk poikjoud ja paindemoment peavad vor-
duma nulliga:

AN\

I [m]



130 1. peatiikk. Matemaatiline analiiiis

Lahendus. Seosest (1.38) ja tingimusest Q’(z) = —p(z) saame muutujate eraldamise

jarel
dQ(z):—(—qG dr = /dQ /()dm+C1,

millest
Qz) = 3?50 +Ci.

Kasutades daretingimust Q(I) = 0 leiame

B?x +Cl—0 = 01:_3

ning poikjou avaldis on

Q) = 3a* - LN,

Seosest M'(x) = Q(x) saame muutujate eraldamise jirel

q gl
dM(;c):(?)?aﬁf— dz = /dM /312 Bf§>dx+02,

millest

Kasutades daretingimust M (I) = 0 leiame

¢ a_al _ _a?
12l2.1‘ 3LB+CQ—O = (= 1

ning paindemomendi avaldis on

2

q ql ql
M(z) = 1212904—?30—1—7 [N - m].

Vastus: Otsitavad sisejoud: Q(z) = 3%2° — 4L [N], M(z) = 1z2* — L o+ % [N-m].
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Ul 1.88. Koormus, mis mojub risti tala teljega x, y-tasapinnas, te-
kitab talas sisejoududena poikjoudu Q(z) [N] ja paindemomenti
M(z) [N - m]. Sisejoud tagavad koormatud olekus tala mahu- ja
kujukindlust ning mis tahes mottelise 16ikega eraldatud talaosa ta-
sakaalu.

((x) tasakaalustab tala mitelise osale Mix) tasakaalusiab 1ala mouelise osale

mdjuvad y-telje sihilised joud mdjuvad z-telje sthilised momendid

Horisontaalne tala on toestatud kahekst otsast: vasakult liikumatu
liigendtoega ja paremalt liikuva liigendtoega. Talale mojub verti-
kaalne joonkoormus, mille projektsioon y-teljele on antud avaldise-
ga

p(z) = =2 (1 +cos wa> [E} (1.39)

2 m
kus g > 0 on lauskoormuse intensiivsus tala vasakus otsas ja [ on
tala pikkus. Teades diferentsiaalseoseid

Q'(z) = —p(x), M'(z) =Q(x) ja M"(z) = —p()

arvutada sisejoud Q(x) ja M (z). Integreerimiskonstandid saab m&&-
rata daretingimustest, et liigendtugedes tala molemas otsas puudub
koondmoment ehk paindemoment vordub nulliga:

g [N/m]

I [m] ,,I,,
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Lahendus. Seosest (1.39) ja tingimusest Q’(z) = —p(z) saame muutujate eraldamise
jarel

dQ(z) = —( _ 3(1 +cos”7x))dx N /dQ(x) - g/ (1 + cos ”%)dx+cl,
millest

Qx) = %(w+ %sin ?) +C1 [N].

Seosest M'(z) = Q(x) saame muutujate eraldamise jéarel

dM(z) = (g (m + % sin ﬂ-li) + C1> dx,

/dM(:c):/ (g(ajJrlsinTrl‘x) +C’1>dx+0’2,
s

2 2
q(x l X
= (—2 — 3008 )+Clil’+02 [N - m].

Asretingimusest M (0) = 0 leiame

millest

0% I -0

2
g(———COS—)-|-C'1~0-~-C2=0 = C2=£
T

2m2’

2 2 2
g(l——l—-(—l))—i—Cyl—&—i:O = Clz_ﬂ_ﬂ_
2 s
Vastus: Poikjoud: Q(z) = %(m—i— Lginmz) —al ‘;%2 [N],

paindemoment: M (z) = %(% — L cos %) — (g + L)z + 45 [N-m].

U1 1.89. Kois voi rihm on hoordega iimber konstantse raadiusega
fikseeritud ploki ja tdmmatud kahest otsast joududega T ning T5.
Eeldades, et T5 > T7. ja kois on iimber ploki nurga 3 ulatuses, leida
suhe T5 /T vahetult enne koie plokil libisema hakkamist.

Lahendus. Lihtsa hoordeteooria alusel on maksimaalne h6ordejoud vordeline pinna
normaalreaktsiooniga N, vordeteguriks on hdordetegur pu:

max F' = uN.
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Vaadeldes koie elementaarpikkuse dz tasakaalu sellele mojuvate joudude toimel ja
projekteerides need joud x ja y—teljele, jouame vorranditeni:

ZFzzo (T—&—dT)cos%—Tcos%—udN:O,

> Fy=0 dN—(T+dT)sin§—Tsin%9:0.
do v df
2, P — 2

7 dfit":}f_g_'":"jﬁ? !

> T,

;\ /r

Kasutades lihtsustusi
do  do do

sin — ~ — cos — =~ 1

jouame seosteni
dl'=pudN ja dN =Tde.

Nendest seostest saame eralduvate muutujatega diferentsiaalvorrandi

Ty B
d1 T
= —_— = 1 —
dl'=puTd0 = / T M/O do = nTl—M,37

Ty
millest parast potenseerimist leime suhte

T:
2 —ehh,

T =

T:
Vastus: — = e"P voi Ty = Tie*?,
1
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U1 1.90. Paagis on Vj m? soolvett, mis sisaldab akg soola. Paa-
ki lisatakse soolvett, mille kuupmeeter sisaldab bkg soola, kiirusega
e n“f; Paagis olevat lahust segatakse hoolikalt ja samal ajal véljub
paagi avatud kraanist soolvesi kiirusega f r%i Koostada diferent-
siaalvorrand. mille lahend kirjeldab suvalisel ajahetkel ¢ paagis oleva

soola kogust.

Lahendus. Olgu Q = Q(t) ajahetkel t paagis oleva soola kogus kilogrammides.

3
e =
min

¥, m3 soolvett

m3
l fmin

Paaki siseneva soolvee kuupmeetris on soola kontsentratsioon b %,
seega paaki lisandub soola kiirusega

k m? k

- he —8

3'67,: —.
m min min

b

Ajahetkel t on paagis soolvett:
Vote-t—f-t [m’]
Seega ajahetkel t on soola kontsentratsioon paagis olevas soolvees:

e ]

Paagis oleva soola koguse muutumist kirjeldab diferentsiaalvérrand

4Q _

Q(t) dq f
a et

VT e—t  dt T Ver(e= i) =be

e . s fite) i _
Vastus: Otsitav diferentsiaalvorrand on 5= + m@(t) =be.
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Ul 1.91. Vedelikku tihedusega o on asetatud silinder raadiusega
ja korgusega H. Ujuva silindri vedeliku pinnast allapoole jéava osa
kérgus on h. Silinder tostetakse vertikaalselt {iles ja lastakse lahti.
Koostada diferentsiaalvorrand, mis kirjeldab silindri vertikaalset lii-
kumist vedelikus, kui silindri mass on m.

Lahendus. Vedelikus v6i gaasis paiknevale kehale m&jub kaks vastassuunalist joudu:
o raskusjoud (uputav joud)
o dilesliikke- ehk Archimedese joud.

Kehale mojuv iilesliikkejoud on vérdne keha poolt vélja torjutud vedeliku voi gaasi

kaaluga.

Silinder ujub vedelikus siis, kui sellele m&juv iilesliikkejoud on vordne silindrile m&juva

raskusjouga.

= Tasakaaluasendi mirge
]

Tasakaaluasend \
N

h Vedeliku pind

=
e

Joonise vasakul poolel on kujutatud tasakaaluasendit, kus silindri kérgusest on A
ihikut vedeliku tasapinna all.

Kui silinder raadiusega r on tasakaaluasendis, siis silindri poolt valjatorjutud vedeliku
ruumala on 7r-2h. Jarelikult iileslitkkejud on 7r2ho ja see peab olema vérdne silindri

kaaluga mg, so
7rr2hg = mg,

kus g on raskuskiirendus.

Kui silinder tdstetakse vedeliku tasapinnast x(¢) {ithiku vorra iiles, siis tilesliikkkejoud

vaheneb ja selle vaiartus on
mr? (h — a(t))o,

kuid silindrile m&juv raskusjoud on endiselt mg.

Newtoni teise seaduse pohjal

mi = mr’ (h — x(t)) 0 —mg,
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millest parast lihtsutamist leiame

2
r

mi = —nr’z(t)o voi i+ 2 —.

m

Selle vorrandi tuletamisel on arvestatud ainult tlesliitkke- ja raskusjouga, 6hutaksistus
jms on arvestamata.

2
r
Vastus: Otsitav diferentsiaalvorrand on & + ux =0.
m

U1 1.92. Kérghoone tippu on paigaldatud seismiline mass-summuti,
mis koosneb raskest plokist massiga m = 2000 kg ja vedrusiistee-
mist, mille jaikus on k& = 2.88 x 10° % Vonkumise amplituudi va-
hendamiseks on summutil amortisaator, mille summutuskoefitsient
onc=1.4x10* X=,

Maavirina alguses nihkub hoone ja sellega koos ka mass-summuti
tasakaaluasendist 0.3 m vorra kiilgsuunas ning saab algkiiruse 1.0 .
Eeldame, et siisteemile ei moju tdiendavaid véliseid joude peale
esialgse nihke ja kiiruse. Leidke mass-summuti asukoht z(t) ja kiirus
v(t) suvalisel ajahetkel ¢.

Lahendus. Joonisel (1.14) on kujutatud seismilise summuti t66pShimotet.

Amortisaator
Fy

F

Maavdrin

Joonis 1.14: Seismiline summuti

Olgu x = z(t) raske ploki nihe ajahetkel ¢. Siis ploki liitkumise kiirus v(¢) ja kiirendus
a(t) on vastavalt

dx d B2
’U(t) = E = Ily a(t) = % (U(t)) = ﬁ = iL’”
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Plokile m&juv joud F = ma (Newtoni teine seadus) ja sellele vastassuunas mojuvad
vedru elastusjoud F, = kxz (Hooke’i seadus) ja amortisaatori poolt tekitatud
summutav joud, mis on vordeline ploki liikumise kiirusega, so Fa = cv. Seega

F=-F,—Fx = ma” = —kx — cx’.
Viimasest saame teist jarku lineaarse diferentsiaalvérrandi

1

k
mz’ +cx' +kr=0 = "+ Sa' 4 Sa =0
m m
Viimase vorrandi véime esitada kujul
" 4 2ux’ + Wiz =0,

kus p = 5= ja w? = % Lahendame karakteristliku vorrandi

M+ 2ud+w?=0 = A= —pE /2 —w?

Leiame iilesande andmete pShjal kordajad u ja w

4 5
c 1.4x10 — 3.75, w2:£:2.88><10 —

= 59m = 22000 m 2000
Kuna p? — w? < 0, siis karakteristliku vorrandi lahendiks on kaaskompleksarvude paar
AR —3.75 £ 11.3991.
Jérelikult diferentsiaalvorrandi iildlahend on
z(t) = e > (C1 cos(11.399t) + Cy sin(11.3391))
Integreerimiskonstandid C; ja C2 tuleb maédrata algtingimustest
z(0) =0.3 ja 2’ (0) = 1.
Seega
0.3 =e >™%(Cy cos(11.399 - 0) + C2sin(11.339-0)) = C1=0.3

Leiame tuletise
2 (t) = e > ((11.399C, — 3.75C1 ) cos(11.399t) + (—3.75Cs — 11.399C1 ) sin(11.399¢)),
millest saame, et

1=11.399C> — 3.75C1 = (2 =0.18642
Jarelikult otsitav erilahend on

z(t) = e > (0.3 cos(11.399t) + 0.18642sin(11.3391)).
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Leitud erilahendi saab esitada kujul
o(t) = 0.3e”>7"(cos(11.399t) + 0.6214sin(11.339¢)).

Joonisel on kujutatud ploki nihke z = z(t) ja kiiruse v = v(¢) sumbumine
ajavahemikus 0 < t < 2 sekundit.

X(), v(t)

100

05 1.0 15 20

Graafikult ndeme, et ploki asukoht x(¢) vongub alguses tugevamalt, kuid tdnu
summutusele viheneb vonkumise amplituud kiiresti.

Algul kiiruse absoluutvéértus kasvab, kuid siis sumbub. Seega siisteem saavutab
tasakaalu, ehk liikumine lakkab umbes 2—-3 sekundi jooksul.

Vastus: Mass-summuti asukoht z(¢t) = 0.3 e_3'74”(cos(11.399 t) + 0.6214sin(11.339 t))

Ul 1.93. Betoonitoode kiigus jéeti virskelt valatud betoonporand
jahtuma ruumi, kus ohutemperatuur on piisivalt 20°C. Valamise
hetkel oli betoonisegu temperatuur 30°C.

Meister saabus objektile kell 10.00 ning md&6tis betooni sisetempe-
ratuuriks 25°C. Kaks tundi hiljem (¢ = 2) on temperatuur langenud
23,5°C.

Millal valati betoon?

NB! Newtoni seaduse jargi on mistahes keha jahtumise kiirus chus
vordeline keha ja 6hu temperatuuride vahega. Selles iilesandes eelda-
me, et parast betooni valamist ei toimu olulist hiidratsioonist poh-
justatud soojuse eraldumist ning betoon jahtub kohe.
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Lahendus. Newtoni seaduse diferentsiaalvorrand on

dTr
& k(T -20),

7 ( )

kus T'(t) on betooni temperatuur ja 20°C timbritsev chutemperatuur.

1. Diferentsiaalvorrandi lahendamine

Kirjutame vorrandi kujul

Integreerime:

1
aT = [ —kdt
/T—2O / +

In|T — 20| = —kt 4 C}.

Eemaldame logaritmi:
T —20=Ce ™,

ehk
T(t) =20 + Ce™*.

2. Konstandi C leidmine
Hetkel t = 0 on T'(0) = 25:
25=20+C = C(C=5.

Seega
T(t) = 20 + 5e k.

3. Konstandi k leidmine
Kahe tunni pdrast (¢ = 2) on T'(2) = 23,5:
23,5 = 20 + He 2,

3,5 = e 2,

e 2k =0,7.



140 1. peatiikk. Matemaatiline analiiiis

Logaritmime:

1
~2k=W(0,7),  k=—;I(0,7).

4. Millal oli temperatuur 30°C?

Otsime aega t < 0, mil

T(t) = 30.
30 = 20 + 5e*,
10 = 5e ",
2 =ek,
Logaritmime:
In2
—kt =1n2 t=——.
n2, ’
1
Asendame k = ) In(0,7):
In2 In2

~ 3In(0,7)  "In(0,7)’

Arvutame vélja:
0,6931
10,3567 —3,89.

5. Tolgendus

Negatiivne aeg tdhendab siindmust enne esimest mootmist:
t ~ —3,9 tundi.

Seega valati betoon umbes 4 tundi enne esimest mootmist, st ligikaudu
kell 06.00.
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Ul 1.94. Lopmatult pikk jédplaat laiusega 1 m ja paksusega 0.5m
ujub vees. Plaadi vabale otsale rakendatakse koormus F'. Vee tihe-
duseks voib votta 1000 kg/m? ja jii tiheduseks 900 kg/m?. Ulesandeks
on hinnata murduva jaatiki suurust jaa purunemisel. Klassikali-
se jaalohkumisvoimega laev purustab jadd nii, et laeva nina liigub
jadaplaadi peale ja vajutab raskusega jéddplaadi vaba otsa siligava-
male vette. Selle tulemusena tekib jddplaadi vabast otsast teatud
kaugusel plaadi omakaalu ja iileslikkejou summana tombepinged,

141

mis purustavad jaa.

Lahendus. Jaaplaadi kditumist saab kirjeldada plaadina, mis on koormatud
joonkoormuse, omakaalu ja jadplaadi iilesliikkejouga.

Joonkoormus F = 4 kN /m Jaaplaadi Laius 1m

/
/
/
/ /
/

500 m;

Vesi

Joonis 1.15: Jadplaadi koormamine

Plaadi painde diferentsiaalvorrand avaldub kujul

*w *w *w
b (am T2 Gt ax> =a(@y),

kus D on jadplaadi paindejaikus, w on plaadi vertikaalne siire ja ¢ on plaadile
rakendatud koormus pinnaiihiku kohta. Paindejdikus D avaldub kujul

3
p—_Eh
12(1 — v?)
kus E on jii paindeelastsusmoodul (iihtlane merejés E = 2 - 10° MPa), v on jii
Poissoni tegur v = 0.3 ja h on jédplaadi paksus. Kuna antud juhul on tegemist
iithedimensionaalse probleemiga, siis teiseneb plaadi painde diferentsiaalvorrand
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oluliselt lihtsamale kujule
o*w
D@ =q(z,y). (1.40)

Plaadile m6juva omakaalu pinnaiihiku kohta saab arvutada jargneva avaldise abil
Qkaal = Pjaa = g - h7
kus pjaa on jaa tihedus ja g raskuskiirendus.

Sarnaselt saab arvutada jadplaadile mojuva iileslitkkejou
Qitles = Pvesi * G ° (hO + ’LU),

kus pvesi on vee tihedus w on plaadi vertikaalne siire ja ho on kdrgus milleni ja4 oma
raskuse all vette vajub.

Paneme koormused diferentsiaal vorrandisse (1.40) ja viime kéik litkmed, mis
sisaldavad ldbipainet w vasakule poole
0w

Do+ puesi g w = piaa- g - h = puesi- g ho. (1.41)
Kuna ho on jad uppumise siigavus, siis saab hiidrostaatilisest tasakaalust vélja
kirjutada seose jadplaadi pikkusega dzx ja laiusega dy omakaalu ja iilesliikkejou vahel.
Kuna plaadi omakaal kaal ja ja jddplaadile mojuv iilesliikkejoud peavad olema
vordsed, siis saame seose

pjéé.g.h.dm.dy:pvesi.g.ho.dx.dy’

seeparast peab differentsiaalvorrandi (1.41) parem pool olema vordne nulliga ja selle
vorrandi saame teisendada kujule
D' | pyesi- g

ox? + D

w =0,

ehk
w" +atw =0, (1.42)
4 Pvesi * g

k = R.
us a D S

See on konstntsete kordajatega lineaarne homogeenne diferentsiaalvorrand, mille
lahendamiseks moodustame karakteristliku vorrandi

M4a'=0. (1.43)
Karakteristlikust vorrandist saame
M=—d' = a=i{/-at
Vorrandi (1.43) lahendite leidmiseks esitame juuritava arvu trigonomeetrilisel kujul

4 4 .
—a =a (cos7r+1sm7r).
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Meenutame, et kompleksarvu z = p(cos ¢ + isin ¢) n-astme juur arvutatakse jargmiselt
2km 2k
V2= {Lf(cos@—’— +isinu), (k=0,1,2,...,n—1).
n n

Seega
V—at = a(cos# + isin #), (k=0,1,2,3).

Leiame ké&ik juured

k=0 :a(co +isin§) :i( l—l—i)7
2
3 \{7’7 s
k=1 :a(cos—JrlsmT) 25(714»1),
k=2 :a(cosf—i—lbln%) :i(—l—i>,
2
o
k=3 )\4:a(cos—+1sm—") :—( 1—1).

Siin lahendid A1 ja A4 ning A2 ja A3 on kaaskompleksarvude paarid. Teame, et igale
karakteristliku vorrandi lahendiks olevale kaaskompleksarvude paarile A = a + i
vastab diferentsiaalvorrandi lahend

y=-e" (C’1 cos Bz + Cs sin ﬁx)

Diferentsiaalvorrandi (1.42) iildlahendiks on karakteristilku vorrandi molemale
kaaskompleksele lahendite paarile vastav lineaarne kombinatsioon

w= ¢ V3" (Clcos —x + Cysin — a )—|—

V2 V2

—a_ a a
+e\/51(03 cos —x + Cysin

NG 7

Votame niiiid arvesse daretingimused. Kuna ldbipaine peab servast kaugemale minnes

(1.44)

kaduma, siis konstandid, mis sisaldavad avaldist e%%7 peavad olema nullid. Seega
konstandid C's = 0 ja C4 = 0. Lisaks saab oletada, et jadplaadi vabale otsale on
rakendatud l6ikejoud ja paindemoment selles otsas peab kaduma, kuna momenti
vabale servale rakendatud ei ole. Loikejoud ja paindemoment avalduvad plaaditeoorias
ldbipainde w kaudu jargnevalt

0w Pw
M=-D— j =-D—.
ox? ” @ Ox3
Konstantide C; ja C2 méaramiseks kasutame daretingimusi plaadi vabas otsas
0w Pw
M0)=-D— =0 j 0)=-D— =—F.
(0) 222 |,y ja Q(0) 927 |0

Eespool maérkisime, et plaadi servast kaugenemisel on tildlahendis (1.44) konstandid
C3 =0 ja Cq = 0. Seega

a

——Lz a . a
w= e V2 (Clcos—:c+Cgsm

7 ﬁx), (1.45)
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milles konstantide C ja C'> médrmamiseks tuleb leida &aretingimustes néutud

tuletised.

a )+

o 2
+ %eiﬁz( — C1sin %13 + C3 cos \%z) =
& o VE° ((02 — C4) cos %m — (C2 4+ C1)sin %x)

ow a —-ag a a
V27 ((Ch cos —x + Casin —x
(@ V2Tt

= ﬁe
62 2 _a,
8—;;) :—% V2 ((Cz—Cl)cos%x—(C’g—kCl)sin%x)—k
a? _ o, . a a
+? V2 (—(CQ_CI)SIDEJJ—(CQ‘FCI)COS ﬁx) =

2 — %z . a a
= a’e V2 (C sin —ax — C: cos—x)
1 NG 2 NG

BPw a® _a, a a
— = — —e V2 (C’ sin —ax — C! cos—x)—k
Y RV

a3 2
3.,

+ %eiﬁ (01 cos %x + Cs sin %x) =

a_ —Ke ((01 + C5) cos %LE — (C1 — C9) sin %x)

Kuna moment peab plaadi alguses olema 0, siis see tdhendab, et

Pw

M(0)=-D5=| =0,

=0

siis teise tuletise avaldisest saame

a? (C’1 sin0 — Co cosO) =-a’Co=0 = (C=0.
Teisest rajatingimusest \
0 w
saame
V2F

3
_D(G—(CH cos0 —Cy sinO)) =-F = C= a’D

V2

Lopuks saame kirjutada lahendi plaadi ldbipaindele

w(z) = Che” V2" cos (%m)
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Joonisel 1.16 on toodud jaédplaadi ldbipainde kuju, kui jaa paksus on 0.5m ja
jadplaadi vabale servale mojub koormus 4 kN/m.

90
80
70
60
50
40
30
20
10

0

10 0 10 20 30 40 50 60 70
x-koordinaat[m]

Labipaine [mm]

Joonis 1.16: Jadplaadi ldbipaine

Jadplaadi purunemist pohjustavad positiivsed paindepinged (tdmbepinged) plaadi
iilemises kihis ja need on proportsionaalsed paindemomendiga. Vastavalt
plaaditeooriale saame paindemomendi arvutada jargnevalt

0w

= —Da*C e~ V2% sin (ix)
' V2

Paindemomendi kéver on ara toodud joonisel (1.17). Sellelt loeb vélja, et
paindemoment saavutab maksimumi umbes 8 m juures ja kuna paindemoment ja

paindepinged on proportsionaalsed, siis tekib koige tGendolisemalt pragu just jadplaadi

sellesse ossa, kus moment on maksimaalne.

2000
0

-2000
-4000
-6000
-8000
-10000

Paindemoment [Nm/m]

-12000

-14000
x-koordinaat[m]

Joonis 1.17: Jaaplaadi paindemoment
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Maéarame 16ikejou paindemomendi maksimaalse véartuse leidmiseks. Kuna 16ikejoud
on momendiavaldise tuletis, siis saame maksimaalse paindemomendi asukoha méarata
punkti jargi, kus 16ikejoud kéib esimest korda nullist 14bi. Loikejou avaldiseks saame

3 3 W
Qx) = —DZTZ} = —D% C1e_ﬁx(cos %x — sin %x)

Loikejoud on vordne nulliga, kui

a .a
cos —x —sin—z =0

V2 V2

ehk
T o

a a
tan —zr=1 = —xr=- = = .

V2 V2 4 4a

Pannes sisse olemasolevad vdartused, saame maksimaalseks = vddrtuseks 7.7m. Seega
tekivad 0.5 meetri paksuse jad purustamisel antud idealiseeritud tingimustes jaatiikid,
mille maksimaalne pikkus kiitinib 7.7 m meetrini.

Momendi maksimaalse viadrtuse saame arvutada jargnevalt, kui paneme
momendiavaldisse x vdartuse, mis vastab 16ikejou nullkohale

= fDaQCle

\/QW) V2 4a

V2w . a \/ETI’ Da2C1 _m
1a Sll’l( ):7 e 4.

Mmaz :M< %‘ da
V2

Plaaditeooria puhul on maksimaalne paindepinge leitav momendi avaldise abil

6 6 Da’Cy _=z
O—maz*_ﬁMmaz:ﬁ \/§ e 4.

Suurimaks paindepingeks kaugusel 7.7 m tuleb umbes 0.3 MPa, mis on tegelikult ka
esimese aasta' Lidnemere jii tdmbetugevus 0 kraadi juures. Seega on koormus 3 kN/m
on ligikaudne jou véértus, mis voimaldaks jadplaadist tiiki lahti murda.

!Eristatakse esimesel ja sellele jargnevatel aastatel tekkinud jiid, sest mitmeaastasel
jaal on tugevusomadused paremad. Seepédrast mainitakse jad tugevusomadusi vilja
tuues tavaliselt dra selle vanus.
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0.05

-0.05
-0.1
-0.15
-0.2

Pinge [MPa]

-0.25
-0.3

-0.35
x-koordinaat[m]

Jadplaadi paindepinge

Antud mudel on lihtsustus ja tegelikult ei vota antud lahend arvesse seda, et mingi osa
jaaplaadist voidakse suruda vette ka nii, et plaat upub téielikult. Ka antud lahenduse
korral on voimalik méargata, et mingis osas vajub jéa allapoole veepinda. Kuna plaat
ujub vees

Py 00 e 0 45m

h = =
O presi 1000

stigavusel, siis tavaolukorras jaab jadplaadi tilemine pind umbes 50 mm veepinnast
korgemale. Seega, kui suruda jaaplaati vette antud véédrtusest rohkem, siis ei lisandu
enam taiendavat iilesliikkejoudu. Labipaindegraafikust tuleb selgelt vélja, et umbes
5m osa plaadi vabast otsast surutakse antud koormusega veepiirist allapoole. Seega on
momendijaotus toendoliselt ebatdpne. Kodigest hoolimata ei muutu oluliselt momendi
maksimaalse viaartuse asukohta. Siiski on vajalik koormus ja& purustamiseks viiksem.

Allpool on vérdluseks toodud analiititiliselt ja numbriliselt arvutaud labipainde ja
paindepinge graafikud. Numbrilise arvutusmeetodina kasutati 16plike elementide
meetodit (LEM). Numbrilise lahendina on esitatud ka olukord, kus on arvestatud
tapsustatud tilesliikkejouga selles osas, kus jaé siire alla on suurem kui 50 mm. Nagu
néha, ei muutu maksimaalse paindepinge v6i paindemomendi asukohta
maéarkimisvaarselt. Samas on jad purustamiseks vajalik joud umbes neljandiku vérra
viiksem lihtsustatud lahendist.
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140
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Lineaaralgebra

2.1. Kompleksarvud, kvaterioonid

Ul 2.1. Konsooltala on iihest otsast jaigalt kinnitatud ja koormatud
kahe koondjouga F; ning Fa (vt joonis)

F
F,

0.6m 30° .
B
X

20m 2.0m

Joudude suurused on F; = 12kN ja F» = 8kN. Leida jousiisteemi
poolt punktis O rakendatav resultantjoud ja moment.

Lahendus. Esitame jouvektorid kompleksarvudena, mille projektsioon z-teljele on
kompleksarvu reaalosa ja projektsioon y-teljele on kompleksarvu imaginaarosa:

Fia = 12 cos30° = 61/3 = 10, 39 kN, Fy. = 0,00KkN,
Fi, = 12 sin30° = 6, 00 kN, Fy, = 8,00kN,

millest
F, =10,39+ 6,001, F2 = 0,00+ 8,00i.

Kompleksarvudena saame esitada ka joudude rakenduspunktid:

r1=240,3i ja ro=4+40,0i.

149
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Resultantjoud Fo avaldub kompleksarvude summana:
Fo=F; +F2=10.39 + 14,00i.

Siis resultanjou moodul on |Fo| = 1/10,392 + 14,002 = 17,44 kN ja moodustab z-telje
positiivse suunaga nurga

14,00
10, 39

0 = arctan ( ) = 53,43°.

Summaarse momendi arvutamiseks kasutame valemit:
Mo =Im(r - F),
kus Im(x 4+ yi) = y on kompleksarvu z = x + y i imaginaarosa.
Jéu momendid punkti O suhtes on:
Moy =Im(r, - F1) =2,00- 6,00+ 0,3-10,39 = 15,12kNm,

Moz = Im(rs - F2) =4,00- 8,00+ 0,0 0,00 = 32,00 kNm.

Kahe momendi summa on summaarne moment
Mo = Mo1 + Moz = 15,12 + 32,00 = 47,12 kNm.

Vastus: Resultantjoud |Fo| = 17,44 kN, summaarne moment Mo = 47,12kNm.

Ul 2.2. Niidata, et (lineaarse konstantsete kordajatega) diferent-
siaalvorrandi lahend

y = y(x) — Cle(a+ib)z + CQB(a—ib)x,

kus C; ja Cy on tikskoik millised konstandid ja a ning b on teadaole-
vad arvud, on esitatav ka kujul

y = C3e™ cos bx + Cye® sin bz,
kus C5 ja Cy voivad olla iikskoik millised konstandid.

Lahendus. Lahendi saame esitada kujul
y = Celotie 4 o platib)e _ jax (Cleibz + C2e—ibz) (2.1)

Kasutades Euleri valemit e'¥ = cos ¢ + isin ¢, saame teisendada,

e = cos(bx) + i sin(bx)
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ja
T — cos(—bx) + i sin(—bzx).
Kuna koosinus on paarisfunktsioon, siis cos(—¢) = cos ¢. Siinus on paaritu funktsioon,
seetdttu sin(—¢) = — sin . Seega
e " = cos(—bx) + isin(—bx) = cos(bz) — isin(bz).
Kokku saame asendada
C1e™" 4+ Che ™ = Oy (cos(bx) + i sin(bz)) + Ca(cos(bz) — isin(bz)) =
= C cos(bx) 4 iC sin(bz) + Cs cos(bx) — iCy sin(bx) =
= (C1 + C2) cos(bx) + i(C1 — Ca2) sin(bx)

Téhistame C3 = C1 + C2 ja Cy = i(C1 — C2). Kasutades uusi konstante, saame esitada

C1e™™ + Cye™ ™" = O3 cos(bx) + Cysin(bzx) (2.2)

Kuna Cj ja C> voivad olla suvalised konstandid, siis ka Cs ja Cy4 voivad olla suvalised
konstandid. Asendades tulemuse vorrandist (2.2) vorrandisse (2.1) saamegi vajaliku
tulemuse:

y=e"" (03 cos(bz) 4+ Cy4 sin(bx)) = C3e" cosbx + Cye”” sinbx.

Ul 2.3. Harmoonilist vénkumist kirjeldab jargmine funktsioon:
z(t) = Asin(wt + ¢),

kus t on aeg, A on vonkumise amplituud, w on nurksagedus ja ¢ on
algfaas. Kasutades kompleksset amplituudi on voimalik viia ampli-
tuud ja algfaas iihe miitsi alla kokku.

Selleks tuleb taiendada vonkumisfunktsiooni liidetavaga iy(t), kus 4
on imaginaariihik ja y(t) = A cos(wt + ¢). Tulemuseks on jargmine
funktsioon:

x(t) = z(t) +iy(t) = A[sin(wt + @) + i cos(wt + ¢)] .
Naidata, et parameetripaaridele (A, ¢) = (i,0) ja (4,¢) = (1,—5)
vastavad vonkumisfunktsioonid langevad kokku, st kehtib valem

i [sin(wt) + i cos(wt)] = sin(wt — ) + i cos(wt — J).

us

Teiste sonadega: amplituud 4 teisendub algfaasiks —7

Lahendus. Elementaarsed arvutused kasutades trigonomeetria valemeid ja valemit
2
i°=—1.
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U1 2.4. Tala kiilge on kinnitatud masin, mis pohjustab perioodilist
koormust sagedusel w = 10 rad/s. Talale mojuv diinaamiline joud
on antud komplekskujul

F(t) = Re(Fe™), ' = 200¢'5 N.
Tala jdikus on k£ = 5000 N/m ja sumbuvustegur on ¢ = 100 Ns/m.
Leia:

1) tala siirde kompleksne amplituud, kasutades siirde arvutamise
vorrandit

A

F

.
k — w?m +iwe’

milles masina mass m = 5 kg;
2) arvuta siirde amplituud ja faasinihe vorreldes jouga;

3) kirjelda, kuidas mojutab sumbuvus siiret ja faasinihet.

Lahendus. 1) Arvutame diinaamilise jaikuse

k — wm + iwe = 5000 — 10% - 5 4 i - 10 - 100 = 4500 + 1000.

Avaldame jou komplekskuju komponentidena
F =200e'5 =200 (cosg +i sing) =200 - (0.5 + 0.866 - i) = 100 + 173.2i.

Siirde leidmiseks jagame kompleksarvud

s 100 +173.2i _ 1004 173.2i 4500 — 1000 _ 623200 + 679400i 0.02034+0.032
© 4500 4+ 10005~ 4500 4+ 1000¢ 4500 — 10005 21250000 e ’ ’

2) Siirde amplituud on
|2 = 1/0.02932 + 0.0322 = 0.0434m.

0.032
0.0293

Siirde faas on
47.5°.

¢ = arctan

Jou faas on

¢p:g:60°.

Siirde faasinihe jou suhtes on

¢e — Pr =47.5° —60° = —12.5°
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ehk siire jaab joust faasi osas maha 12.5°.
3) Arvutame siirde, kui sumbuvus on null

F 200e' 3 x
T = = =0.0444¢"3
Tk —w'm 5000 —102-5 c
Néeme, et siirde amplituud on suurem, kui sumbuva véonkumise oma ning siire ja joud
on samas faasis. Sumbuvus pohjustab siirde vihenemise ja faasinihke siirde ja jou

vahel.

Ul 2.5. Arvutage kvaternioon ¢, mille abil saab vektori u =
(1/v/2,0,—1/+/2) péérata vektorile v = (0,1/4/2,1/1/2) rakendades
Rodriguese valemit ve = queg~!. Siin v, ja u, tiahistavad vektori-
tele v ja u vastavaid puhtvektorkvaternioone

fxf. V2. V2

Ue = — ——k ja ve=—j+ —k.

Kirjutage vélja poordemaatriks R.

Lahendus. Otsitav kvaternioon ¢ on kujul

0 ) . .
q=cosg + sin E(nﬂ + nyj + n:k),
kus n = (ng,ny,n:) € R? on pooramistelje sihiline ithikvektor selliselt, et u, v, n
moodustavad parema kée kolmiku ning € on vektorite u ja v vaheline nurk. Ilmne, et

n=— u X v. Saame
|u><v\

-1 = (LXr_1 1
[u X v]| V3’ 373 )"

Jargmiseks leiame vektorite v ja u vahelise nurga

cosf = fuv) 1
luf-|v| 2

ehk 0 = 2?” Jarelikult otsitav kvaternioon on

V3. V3. V3, 11
q_C053+Sl 3< _? ]+ = 3 —5"‘51_5]"‘5]6

Vastav poordemaatriks on
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2.2. DMaatriksid, astak, determinandid

Ul 2.6. Ehituskontserni neli ettevotet ostsid toorainet, mille kogu-
sed tonnides on kirjutatud maatriksi A veergudesse

1,0 2,0 1,5 1.0
1,5 0 2,5 1,5
0,5 1,00 0 2,5

Maatriksis H on ostetud toorainete iihe kilogrammi hind eurodes

H:@ﬁlﬁoﬂ ning Y =

—_ = = =

Leida korrutised HA, AY ja HAY ja selgitada nende sisu.

Lahendus. Kuna maatriks A kirjeldab ostetud tooraine koguseid tonnides, siis
teisendame hinnamaatriksi H elemendid iihe tonni hinnale, seega

H = [600 1000 800].

Arvutame esimese korrutise

1,0 2,0 1,5 1.0
HA=[600 1000 800] [1,5 0 2,5 1,5| =[2500 2000 3400 4100].
0,5 1,0 0 25

Maatriksi H A elementideks on kulutused, mida tegi iga ettevote tooraine ostmiseks.

5.5
= [5.5].
4.0

Maatriksi AY elementideks on kontserni ettevotetele miitidud toorainete kogused
tonnides.

Arvutame teise korrutise

AY =

—_ =

1,0 2,0 1,5 1.0
L5 0 25 1,5
0,5

1,0 0 2,5

Arvutame kolmanda korrutise

1,0 2,0 1,5 1.0
HAY = H(AY) = [600 1000 800] [1,5 0 2,5 1,5
0,5 1,0 0 2,5
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5.5
= [600 1000 800] [5.51 = 12000.
4.0

Maatriksi HAY ainsaks elemendiks on kontserni kogukulu eurodes, mis tehti tooraine
ostmiseks.

Vastus: HA iga ettevotte kulutus tooraine ostmiseks, AY ettevottele miiidud tooraine
kogused, HAY kontserni kogukulu tooraine ostmiseks.

Ul 2.7. Laugesse méekiilge projekteeritakse liivakarjaari. Karjasrist
saadav liivakogus moodustab kaldu 16igatud piistprisma, mille pohi
on hulktahukas. Antud prisma on kiilgedega paralleelsete tasandite-
ga titkeldatav 16igatud kolmnurkseteks prismadeks (viistahukateks)
ja liivakoguse ruumala on leitav kui saadud viistahukate ruumalade
summa. Uks mainitud viistahukatest on kujutatud joonisel.

100

z(m)

Tippude koordinaadid on jargmised:

Pl(—10,100,11) Pj(—223,290,10) P4(18,400,8)
P(—10,100,0)  Py(—223,290,0)  P3(18,400,0).

Leida viistahuka ruumala.

Lahendus. Vaadeldav viistahukas on tiikeldatav kolmeks tetraeedriks allpoolnaidatud



156

2. peatiikk. Lineaaralgebra

viisil:

On teada, et tippudega A(a1,az2,as), B(b1,b2,b3), C(c1,c2,c3) ja D(d1,d2,ds)
madratud tetraeedri ruumala avaldub valemiga

1
VaBep = 5 det

ai
b1
C1
dy

e T

az
b2
Cc2
d2

as
bs
c3
ds

Seda valemit kasutades saab arvutada punase, sinise ja rohelise tetraeedri ruumalad,
mis tuleb seejarel summeerida.

Punase, sinise ja rohelise tetraeedri ruumalad avalduvad jargmiselt:

Vpunane

V;inine

= — |det

[

| o

1
1 1
1
1

10

det (

10
—|(—21
= (-213)

~10 100 0
—-223 290 0 10 Lo lo I
— laet [ 1 —223 200 || =
18400 0 1 18 400
—9223 290 10
1 —10 100 0 1 —10 100
1 —223 200 || = "|det | 0 —213 190 || =
0 28 300 0 28 300
10
300 — 28 190] = - - 69220 ~ 115367,
~10 100 0 1 —10 100 0
18 400 o || _ 1|, f1 18 400 o} _
18 400 8|l =6/ o o o 8]~
—9223 290 10 1 —223 290 10
10 100 o
18400 || = = - 69220 ~ 92293,
—223 290
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1 —10 100 0 1 —10 100 0O
1 1 —10 100 11 1 0 0 0 11

Viohetine = g det | 18 400 8 || =5t 4 18 400 8 ||~
1 —223 290 10 1 —223 290 10

= — - 69220 ~ 126903.

11
6

1 —-10 100
det | 1 18 400
1 =223 290

V= Vpunane + ‘/;inine + ‘/;‘oheline ~ 334560 IIl3.

Seega

Vastus: Viistahuka ruumala on V a2 334560 m?>.

Ul 2.8. Autorendifirmal on kolm filiaali kolmes linnas (néiteks Tal-
linn, Taru ja Parnu). Klient voib rentida auto iikskoik millisest neist
linnadest ja tagastada auto iikskoik millisesse neist kolmest asuko-
hast. Statistiliselt on leitud, et Tallinnast renditud auto tagastatakse
Tallinna toenédosusega 0,8, Tartusse toendosusega 0,1 ning Parnusse
toendosega 0,1. Tartust renditud auto tagastatake Tartusse toenédo-
susega 0,5, Tallinna tdendosega 0,3 ning Parnusse tdendosusega 0,2.
Pérnust renditud auto tagastatakse Parnusse toendosusega 0,6, Tar-
tusse toendosusega 0,2 ning Tallinna tdendosusega 0,2.

a) Millise toenésosusega tagastatakse Parnust renditud auto pea-
le viiendat rentimist jille Parnusse?

b) Kui suure toendosusega tagastatakse esimesel korral Tallin-
nast renditud auto peale viiendat rentimist Parnusse?

Lahendus. Ulesande lahendamiseks kasutame Markovi ahelat. Siisteemil on 16plik arv
olekuid. Stisteem peab olema tépselt ithes nendest olekutest. On teada iileminekute
tdendosused iihest olekust teise. Uleminekumaatriks peab olema selline, et iga veeru
elementide summa vordub iithega ning koik elemendid on nulli ja {ihe vahel.

Moodustame iileminekumaatriksi (tdhistame selle A-ga)
renditud asukohast:

Tallinn Tartu Péarnu

0,8 0,3 0,2 tagastatud Tallinna
A= 0,1 0,5 0,2 tagastatud Tartusse
0,1 0,2 0,6 tagastatud Parnusse
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Siisteemi olekut kirjeldab tiheveeruline olekuvektor, mille igaks elemendiks on
toendosus, et siisteem asub just vastavas olekus. Kui algul on auto Parnus, siis
toendosusega 1 on auto Parnus ja tGendosustega 0 mujal.

a) Sellele algolukorrale vastab vektor

0 toendosus, et auto asub Tartuss

0 toendosus, et auto asub Tallinnas
Xo =
1 toendosus, et auto asub Péarnuss

Peale esimest rentimist on olekuvektoriks X; = AXj:

0,8 0,3 0,2 0 0,2
X;=| 0,1 0,5 0,2 0| =]0,2],
0,1 0,2 0,6 1 0,6

st auto on Tallinnas tdendosusega 0,2, Tartus téoendosusega 0,2 ja Parnus tdendosusega
0,6. Peale teist rentimist on olekuvektoriks Xo = AXj;:

0,8 0,3 0,2 0,2 0,347
X5 = 0,1 0,5 0,2 0,2] =10,24
0,1 0,2 0,6 0,6 0,42]
Analoogiliselt jatkates saame
0,428 0, 4806 [0,51122
X5 =AX, = {0,238 ,X4 = AX3 = |0,2286| , X5 = AX, = |0,22052
0,334 0,2908 10, 26826

Seega on peale viiendat rentimist auto Parnus tdendosusega ligikaudu 0,268.
Kui jatkata, siis saame, et tdpsusega 6 kohta peale koma
0, 549415 0,551717 0,551724
X10=10,207771|, X0 = |0,206899|, Xazo= |0,206897| = X4o
0,242815 0,241384 0,241379

b) Sellele algolukorrale vastab vektor

1
Xo= 0],
0

0, 57599
X5 = [0,19747]| ,
0, 22654

st sel juhul on auti peale viiendat rentimist tagastatud Parnusse téendosusega 0,227.

Jatkates ndeme, et
0,551728 0,551724
, Xo0=1]0,206895|, Xs30={0,206897| = X4o

0, 553079
X0 =
0,241377 0,241379

siis saame

0,206379
0,240543
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See tdhendab, et pika aja méodudes ei mdjuta algolukord enam tulemust.

Vastus: a) Peale viiendat rentimist on Parnust renditud auto tagasi Parnus
toendosusega 0,268.

b) Peale viiendat rentimist on Tallinnast renditud auto tagastatud Parnusse
toendosusega 0,227.

Ul 2.9. Hiir asub labiirindis, mis koosneb neljast kambrist. Alg-
selt on hiir kambris nr.1. Igal sammul voib hiir jadda paigale voi
liikuda iihte korvalkambrisse. Hiir valib liikumissuuna juhuslikult.
Loeme, et vordse toendosusega voib ta valida tiksk6ik millise voi-
maluse. Kambrist nr.1 v6ib ta lisaks paigalejdamisele liikuda kas
kambrisse 2 vbi 4, kambrist nr.2 voib liikuda kambrisse nr.1 v6i nr.3
jne.

Lahendus. Siisteemil on 16plik arv olekuid. Siisteem peab olema tépselt tihes nendest
olekutest. On teada iileminekute tdendosused iihest olekust teise. Uleminekumaatriks
peab olema selline, et iga veeru elementide summa vordub iihega ning koik elemendid
on nulli ja ithe vahel.

Kui tahistada tileminekumaatriksit A-ga ja olekuvektorit X, siis soltuvalt
iileminekumaatriksist voib siisteemil olla voi mitte olla tasakaaluasend, mille korral

AX; = X4
Uleminekumaatriks on

11 g 1
3 3 3

101 1
4|3 3 8 0

“lo L 1 1f”

3 3 3
1 101
3 0 3 3

Kui algolekuks on

Xo = 5 siis X1 = AXO = 5 X2 = AXl =

o O O
W= O W= W=
Ol Ol Ol Wl
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0, 259259 0, 259259 0, 251029
0, 259259 _|0,246914 _10,251029

Xg 0,222222| ° Xam 0,246914 | ° X5~ 0,246914 | °
0, 259259 0, 246914 0,251029

jaxX=[1 1 1 117 korral kehtib AX = X.

Vastus: Stisteemil on tasakaaluasend.

Ul 2.10. Hiir asub labiirindis, mis koosneb neljast kambrist (vt
tilesanne 2.9). Algselt on hiir kambris nr.1. Igal sammul peab hiir
liikuma iihte korvalkambrisse. Hiir valib liikumissuuna juhuslikult.
Loeme, et vordse toendosusega voib valida iikskoik millise voimaluse.
Kambrist nr.1 voib ta liikuda kas kambrisse 2 voi 4, kambrist nr.2
voib liikuda kambrisse nr.1 voi nr.3 jne.

Lahendus. Uleminekumaatriksiks on

0 05 0 0,5
05 0 05 0
0 05 0 0,5
0,5 0 05 0

Kui algolekuks on

1 0 0,5
0 . 0,5 0
X(): 0 5 S11S X1=AXO: 0 5 XQIAX1: 075 )
0 0,5 0
0 0,5
0,5 _ |0 ,
X3 = AX2 = 0 5 X4 = AXg = 075 jne
0,5 0

Vastus: Siisteemil tasakaaluasend puudub.
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Ul 2.11. Varras 1-2 on poéoratud horisontaaltelje x suhtes nurga o
vorra. Varda pikitelg on = ja podiktelg z. Varda solmede siirded on
tahistatud vektoritega 4; ja w;

Selleks, et arvutada siirdeid xz-koordinaadistikus, kasutatakse jarg-
mist maatrikskujul teisendust

U1 cosa  sina 0 0 U1
wi|  |—sina cosa 0 0 w1
us | 0 0 cosa sina| |us
wo 0 0 —sina  cosa| |9

Arvuta siirete vektori

i 0,01
@ | 0,20
gy | — |—0,04
Wy —0,30

komponendid zz-teljestikus kui nurk 1) o = 0°, 2) o = 90°.

Lahendus. 1) Kui o = 0°, siis on teisenduse maatriks

cosa sina 0 0 1 0 0 O
—sina  cosa 0 0 0 1 0 0
0 0 cosa sina|l [0 0O 1 O

0 0 —sina  cosa 0 0 0 1
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on ithikmaatriks ja sellega korrutades esialgne maatriks ei muutu. Seega

Ul ﬁl 0,01
wi| || |-0,20
U2 - 1_1,2 - —0, 04
w2 1D2 —0, 30

2) Kui a = 90°, siis on teisenduse maatriks

cosa sina 0 0 0 -1 0 0

—sina  cosa 0 o1 _|[-1 0 0 0
0 0 cosa  sina| 0 0 0 1
0 0 —sina  cosa 0 0 -1 0

Seega

U1 0 1 0 0 0,01 —0,20
wi| _|-1 0 0 0 -0,20| _ |-0,01
uz | 0 O 0 1 -0,04| — |-0,30
wWa 0 0 -1 0 —0,30 0,40

Néeme, et xz-teljestikus siirded u ja w vahetasid kohad. Lisaks siire w vahetas mérki
kuna peale 90° pooret telg T on suunatud z-teljega vastassuunas.

Funktsioonide lineaarse soltumatuse méadramiseks voib kasutada Wronski de-

terminanti: kui funktsioonid fi(z), f2(z),... ,fn(z) on n — 1 korda pidavalt
diferentseeruvad vahemikus (—oo; 00) ja kui nende funktsioonide Wronski deter-
minant

fi(x) fox) oo fulx)

fi(z) falx) .. falx)

A7P@) Ve @)
ei ole vahemikus (—o0; 00) samaselt null, siis on funktsioonid fi(z), f2(z), ...,
fn(z) lineaarselt sdltumatud.

Ul 2.12. Niidata, et kui a # b, siis funktsioonid y; = e *® ja
Yo = e on lineaarselt soltumatud.

Lahendus. Leiame tuletised

x

/ a. . ’ ax
y1 = ae ja  ya =be

ning moodustame ja arvutame Wronski determinandi:

e T ebz

Yy Y2
! /
Y1 Y2

_ 7eaz.bebz_ebz‘aeaz7eaz.ebz(b_a)
ae &% bebz
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Kui b # a, siis viimane tegur ei ole null. Esimesed tegurid on eksponendi viartused,
mis on alati positiivsed. Seega on Wronski determinandi vdartus nullist erinev ja
funktsioonid lineaarselt séltumatud.

bx

Vastus: Funktsioonid y1 = e “* ja y2 = e°* on lineaarselt s6ltumatud.

Ul 2.13. Niidata, et kui b # 0, siis funktsioonid y; = cos(bz) ja
y2 = sin(bz) on lineaarselt soltumatud.
Lahendus. Leiame tuletised
y1 = —bsin(bz) ja ys = bcos(bx)
ning moodustame Wronski determinandi (vt tilesanne 2.12):

cos(bx) sin(bx)
—bsin(bz) bcos(bx)

Y Y2
! !
Y Y2

ja arvutame determinandi vaértuse:
= cos(bz) - beos(bz) — sin(bx) - (—bsin(bz)) = bcos(bz) + bsin® (bx)

= b(cos® (bx) + sin’®(bx)) = b

Kui b # 0, siis on Wronski determinandi vaartus nullist erinev ja funktsioonid
lineaarselt soltumatud.

Vastus: Funktsioonid y; = cos(bz) ja y2 = sin(bx) on lineaarselt séltumatud.
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Kirchhoffi reeglite kasutamine

Lihtsamad vooluringid koosnevad kahte tiiiipi elementidest: vooluallikatest ja
takistitest. Tavaliselt on tilesanne selline, et on teada takistite takistused ja voo-
luallikate elektromotoorjoud ning tuleb leida elektrivool igas vooluringi osas.
Ulesanne véib olla ka teistmoodi sénastatud. Kuna pinge, voolu ja takistuse
vahel kehtivad kindlad seosed, siis saab koostada vorrandisiisteemi ja selle abil
leida tundmatute vdartused.

Vorrandisiisteemi vorrandite koostamisel kasutatavad seadused:

1. Ohmi seadus: pingelangus igal takistil on seda takistit ldbiv vool korda
takistus. Igal takistil kehtib £ = I R.

2. Kirchhoffi vooluseadus: igas punktis sissetulevate voolude summa vordub
sellest punktist valjuvate voolude summaga.

3. Kirchhoffi pingeseadus: igas suletud vooluringis on pingelanguste summa
null.

Ul 2.14. On antud takistite takistused Ry, Ra, R3 ja elektormo-
toorjoud E7 ja Eo. On vaja leida selline Es, et voolutugevus I oleks
etteantud vadrtusega (vt joonis 2.1).

+

ET + ET- iTE;

B

Joonis 2.1: Vooluring

Lahendus. So6lmedes saame Kirchoffi esimese reegli pohjal
—I1+ 1, —I3=0.
Kirchhoffi teise reegli pohjal saame vooluringis 1

—IlR1 — IQRQ - —El - EQ,
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vooluringis 2 saame
IsR3 + I2R2 = E3 + E».

Esitame vorrandid kujul, kus tundmatud on iihel pool ja teadaolevad suurused teisel
pool vordusmérki. Kokku saame vorrandisiisteemi

-1y —1I3 = —1I,
—Ri 1 + B2 = I2Rs — Ei,
R3ls — Fy = E3 — IxRs.

Kui votta algandmeteks Ry = 20, Ry =49, R3 =3Q, E1 =8V, B3 =5V, I = 1A ja

asendada need vorranditesse, siis saame kokku lineaarvorrandisiisteemi

11, — I =1,
-2 +Ey=1-4—8=—4,
3I3-Fa=5-1-4=1,

Kuna on vaja ainult iihe tundmatu véértust, siis selle voime leida Crameri valemite
abil

1 -1 -1
2 0 -4
E 0 3 ! -8 1,6V.
Y11 1 o 5 T
2 0 1
0 3 -1

Kuna F»> jaoks saime negatiivse vidrtuse, siis Fo suund tuleb votta vastupidine
joonisel 2.1 kujutatule.
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U1 2.15. Leidke ellipsi
ax?® + 2bzy + cy? < 1 (2.3)
pindala, kus a > 0 ja ac > b%.

Lahendus. Teisendame vasakul pool olevat avaldist

b\’ v\
ar® 4+ 2bzy + oy’ = [ Var+ —y | + ac v =
Va a

=? + v? <1,
kus
u = \/Ex + i
- \/ay7
ac — b2
v = Y.
a
Tahistame .
%
[ac — b2
Kuna
T
Y
siis
Suv = det(A)Sey =
ehk

S o ™ o ™
W det(A) - \/acbe.

™

Vac—b2’

Vastus: Vorrandiga (2.3) antud ellipsi pindala on Sy =
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2.2.1. Kolmemootmelise keha esitamine kahemootmelisel
joonisel

Tahame visualiseerida kolmemd&omelist keha esitades kahemootmelisel joonisel

(néiteks arvutiekraanil) selle erinevaid vaateid. Meie poolt vaadeldav keha on selline,

et teda on voimalik kujutada 16pliku arvu sirgloikude abil. Néiteks selline, nagu
kujutatud joonisel.

P

P P,

I)d

P. Ps

/I)l P,

z

Valime koordinaatsiisteemi nii, et xy-tasand iihtiks arvutiekraani tasandiga. Seega
vaatleja ndeb ainult meie keha projektsiooni xy-tasandile.

Meil peavad olema teada tippude koordinaadid ning info selle kohta, millised tipud
peavad olema sirgloiguga tihendatud. Meie néites olgu teada tippude koordinaadid

Pi(0;0;1) P(1;0;1) P5(1;0;0) P4(0;0;0)
P5(0;1;51) Ps(1;1;1)  Pr(1;1;0)  P1(05150)
ning sirgloéigud peavad ithendama punkte
P1<—>P2 P2<—>P3 P3<—>P4 P4(—>P1
P1<—>P5 P2<—>P6 P3(—>P7 P4<—>P8
P5<—)P6 P6<—)P7 P7<—>Pg P8<—>P5
P5<—>P9 P6<—>P9 P7<—>Pg Pg(—>Pg

Teisendamiseks konstrueerime tippude koordinaatide maatriksi. Kui tippe on n, siis
saame 3 X n-maatriksi

X1 i) . In
K=1ly1 y2 ... yYnl,
Z1 z2 . Zn
mis meie naite korral on
01 1 0 0 1 1 0 0,5
K=(0 0 00 1 1 1 1 2 (2.4)
11 0 0 1.1 0 O 0,5

Projekteerimisel xy-tasandile ndeme sellist pilti.
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Projekteerimisel kasutame ainult z- jay-koordinaate. Kuid teisendamiseks on vaja
teada ka koigi punktide z-koordinaate.

Kui tahame oma keha vaadata erinevatest punktidest, siis peame koordinaate
teisendama. Lineaarteisendused on saadavad jargmiste teisenduste jarjest rakendamise
tulemusel.

Suurendus voi vihendus

Suurendamisel voi vihendamisel peame muutma méotkava koordinaattelgedel. Kui
suurendama voi vihendame koigi suundades iithtmoodi, siis tuleb koordinaatide
maatriksit korrutada c¢ korda tihikmaatriksiga. Kui tahame telgedel mo6tkava muuta
erinevalt, siis sellele vastab korrutamine maatriksiga

a 0 0
S=10 B8 0
0 0 v

Naiteks kui valime aw = 2, f = 0,5 ja v = 1, 2, siis ndeme peale venitust ja
projekteerimist zy-tasandil parempoolset pilti:

Paralleelliike

Kui tahame pilti nihutada, siis tuleb vaadet muuta nii, et iga punkt K;, mille
koordinaadid olid (x;;y;; 2;) muutub uueks punktiks K koordinaatidega
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(zi + zo; yi + yo; zi + 20). Defineerine uue 3 x n-maatriksi

Xo Xo . Xo
L= Yo Yo . Yo
Z0 z0 . Z0

Paraleelliikke korral teiseb koordinaatide maatriks kui kahe maatriksi summa:
K =K+1L

Naiteks kui nihutame algset joonist nii, et o = 0,8, yo = —0,2, zo = 0, 5, siis ndeme
uut pilti nii:

Poore

Vaatleme algul p6oret iimber iihe koordinaattelje.
Olgu punkti P; koordinaadid (z;;y:; 2;) esitatavad silindriliste koordinaatidena
(zy-tasandil polaarkoordinaatidena)

T; = rcosaq,
Y; = rsinq,

Zi = Zj.
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Poo6ramisel iimber z-telje nurga ¢ vorra vastupdeva teisenevad punkti P; koordinaadid
(z:; yi; 2;) koordinaatideks (z}; y;, z;). mis on leitavad kui

x; = rcos(a+ @) = rcosacosy — rsinasing = x; cosp — y; sin p,

y; = rsin(a + ¢) = rsinacos ¢ + r cos asin ¢ = z; sin ¢ + y; cos @,

x5 cosp —singp 0] [z
yi| = |sing cose 0| |y
2! 0 o 1 =

cosp —singp 0
K'=R.K, kus R.=|sinp cos¢ O
0 0 1

Poordel timber z-ja y-telje tuleb uute koordinaatide saamiseks koordinaate korrutada
vastavalt péérdemaatriksitega

/
Z;, = Z4

Maatrikskujul on see

Ehk

1 0 0 cosp 0 sing
R, =10 cos¢ —singp ja Ry = 0 1 0
0 singp cosyp —sinp 0 cosyp

Naiteks poorates imber z-telje 90°, ndeme tulemusena sellist pilti:

Poorates iimber z-telje 90°; on pilt selline:

[
o
x

Poorates keha jérjest iimber erinevate telgede, on véimalik moodustada erinevaid
vaateid.
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Ul 2.16. Leida keha K (vt 2.4) vaade, mis on saadud nii, et kdige-
pealt poorame keha K timber x-telje 30°, seejéirel timber y-telje 70°
ja lopuks timber z-telje —30°.

Lahendus. P6o6rdeid iimber koordinaattelgedega kirjeldavad maatriksid:

;I _&in ™ us inZ
1 0 ) 0 i costg 0 sin g cosg sing O
R,= |0 cosg -—sing|, R, = 0 1 0 s R:=|—sinZ cosZ 0
T s in 1% In
0 sin 3 cos ¢ sin 1g 0 oS g 0 0 1

Kolme poorde jarjestikusel rakndamisel saame maatriksi. mille veergudeks on tippude

uued koordinaadid
K'=R.-(Ry- (Rs-K))

ehk

0.455 0.751 0.296 0. 1.295 1.591 1.136  0.84 2.055
K'=|-084 -1011 -0.171 0. -0.325 —0.496 0.344 0.515 0.525
0.296 —-0.643 —0.94 0. 0.467 —0.472 -0.769 0.171  0.02

Nende poorete tulemuseks on keha vaade:

| y

N —

(¥}
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2.3. Lineaarsed, vorrandisiisteemid, Gaussi
meetod, pseudolahend

U1 2.17. Ehitusprojekti kiigus tuleb valmistada 200 konstruktsioo-
nielementi, mida toodetakse kolmes tehases: A, B ja C. Leia toode-
tavate elementide arv igas tehases, kui tootmise té6aeg on kokku 770
tundi. Seejuures on tehase A kolmekordne toodangu maht v~ordne
tehaste B ja C' toodangu summaga. Tehase A tootmise kiirus on 3
elementi tunnis, tehasel B 4 elementi tunnis ja tehasel C' 5 elementi
tunnis. Mitu elementi toodab iga tehas?

Lahendus. Ulesannet kirjeldab jirgmine vorrandisiisteem:

z+ y+ z =200,
3xr— y— z= 0,
3z 4 4y 4+ 5z = 770.

Liidame esimese ja teise vorrandi
r+y+z+3r—y—2=200 = 4r=200 = x=>50.
Asenadame esismesse vorrandisse leitud x véartuse
504+y+2=200 = y=150—-=z
Asendame kolmandasse vorrandisse x = 5 ja y = 150 — z
3:504+4-(150—2)+52=770 = 750+z=770 = z=20.

Seega y = 130.

Vastus: Tehastes A, B ja C tuleb valmistada vastavalt 50, 130 je 20
konstuktsioonielementi.
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Ul 2.18. Ehitusel vajatakse 2200 m? liiva, 2000m® peenkruusa ja
2800m? jamekruusa. Neid on véimalik saada kolmest allikast. Ta-
belis on toodud allikatest saadava materjali koostis protsentides:

Allikas | Liiv % Peenkruus % Jamekruus %
1 50 30 20
2 30 40 30
3 20 20 60

Leida allikatest 1 - 3 voetavad optimaalsed materjali kogused, mis
katavad ehituse vajadused.

Lahendus. Olgu z1, x2 ja x3 vastavalt allikatest 1,2 ja 3 voetavad kogused. Nende
leidmiseks tuleb lahendada jargmine lineaarne vorrandisiisteem:

0.521 + 0.3z2 4 0.223 = 2200,
0.3z1 + 0.422 + 0.223 = 2000,
0.2z1 + 0.322 4+ 0.623 = 2800.

Korrutame koiki siisteemi kuuluvaid vorrandid teguriga 10, kirjutame vilja
vorrandisiisteemi laiendatud maatriksi ja teisendame selle diagonaalkujule.

5 3 2 22000 2 -1 0 20000 Rry-Ro 1 1 —4 | —8000
3 4 220000 ~ (1 1 —4 | —8000| ry-rz ~ |2 -1 0 2000 ~
2 3 6 28000 2 3 6 | 28000 2 3 6 | 28000

1 1 —4 | —8000 1 1 —4| —8000
~ 10 =3 8 | 18000| my—2ry~ |0 1 14 | 44000| Ro+rs~>
0 4 6 | 26000 0 4 6 | 26000

11 -4 —8000 1 1 —4| —8000
~ 0 1 14 44000 ~ [0 1 14 | 44000 ~
R3—4R>

0 0 =50 | —150000 0 0 1 3000

R3—Ra

1
~350 13

1 1 0] 40007 Rry+4ars 1 0 0] 20007 ry—Rro
~ |0 1 0] 2000| ry—14ar5 ~> [0 1 0 | 2000
0 1 0 1

0 3000

Vastus: Allikatest voetavad materjali kogused on z; = 2000 m?, z3 = 2000 m?,
x3 = 3000m>.
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Ul 2.19. Ruudukujulise plaadi alus- ja pealispind on ideaalselt iso-
leeritud ning kogu soojusvahetus toimub ainult plaadi sisemuses.
Temperatuur plaadi neljas servas on erinev. Plaadi sisepunktide
temperatuuri hindamiseks moodustatakse korrapirane vork (vt joo-
nis) ja sisepunktiks oleva vorgu solme temperatuuri méadramiseks
kasutatakse reeglit, mille kohaselt temperatuur punktis on vordne
neljas naaberpunktis (vasakul, paremal, {ileval ja all) oleva tempe-
ratuuri aritmeetilise keskmisega. Leida vorgu solmede T4, Ts, T3 ja
T, temperatuur.

30°

40° 50°

10°

Lahendus. Koostame tlesandele vastava matemaatilise mudeli:

Ty = O80T o 4Ty — T, — T =70
Ty = DA30E04Ts Ty 44Ty - Ty =80
Ty = AEDETHI0 Ly 4Ty - Ty =50
Ty = TatTats0+1o — Ty — Ty + 4Ty = 60

Mudeliks on lineaarne vorrandisiisteem, mille laiendatud maatriks on:
4 -1 -1 01|70
—1 4 0 —1/80
-1 0 4 —-1150
0 -1 -1 4|60

Selle vorrandisiisteemi lahendamiseks kasutame Gaussi meetodit.

4 -1 -1 0]70 1 —4 0 1] —80] myc—no
1 4 0 -1]80 4 -1 —1 0| 70| roe m
1 0 4 —1|5| 7 |-1 0o 4 —-1| 50
0 -1 -1 4160 0 -1 —1 4] 60
1 -4 0 1] -80T 1 -4 0 1]-80
0 15 —1 —4| 390 ro+Ry—4Rr; 0 1 1 —4 | —60| ry«-Ry
o -4 4 0] =30 mscrsim 0 -4 4 0] -30
0 -1 —1 4] 60 0 15 —1 —4] 390| ric s,
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1 —4 0 1| =80 1 —4 0 1] =80
- 0 1 1 -4 —-60 . 0 1 —4 | —60
0 0 8 —16 | =270 Rs«R3+4R, 0 0 1 -2 — 125 Ry« LRg
0 —16 56 | 1290 Ry«R4-15R, 0 0 -2 7 % Ry LRy
1 -4 0 1| —80 1 -4 0 1] —80
- 0 1 1 —-4| —60 - 0 1 1 —-4| —60
0 1 -2 -8 0 1 —2| -1
0 0 3 % Ry« R4+2R3 0 0 1 % Ry« LRy

Niiiid saame vorrandisiisteemi siisteemi maatriksi teisendada diagonaalkujule, so
teisendada koik peadiagonaali peal olevad elemendid nullideks.

—4 1| —80 —4

1 0 1 0 O 1 Ry« Ri—Ry

0 1 1 —4 —60 — 0 1 1 0 65| Rp«Ry+4Ry

0 1 -2 | -1 0 1 0 L5 Ry rgtory

0 0 1 125 0 0 1 125

1 -4 0 O *% 1 0 0 O % Ry« Ri+4Ro
o 0 0| M5 oinyin, 010 0

0 1o 00 1 0L

0 0 1| 0 0 0 1|

Viimasest maatriksist saame vahetult leida temperatuurid vérgu sisepunktideks
olevates solmedes:

o1 g, Mg U5 12

ehk
T, =33,75, T>=236,25, T35 =28,75, Ty4=31,25.

Vastus: Temperatuur sélmedes on T1 = 33,75, 1o = 36,25, T3 = 28,75, Ty = 31, 25.
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U1 2.20. Mehaanika iiks olulisemaid seadusi on Hooke seadus, mille
kohaselt elastse vedru joud on vordeline vedru pikkenemisega:

F =ku,

kus F' on vedrule rakendatud joud ja w on vedru pikenemine.

-~
u
Hooke seadus

Kolvile on rakendatud joud F' = 100N, mis surub kahte vedru,
mille jéikused on vastavalt 3k ja 2k (vt joonis 2.2). Leida vedrudes
tekkivate joudude F} ja Fs suurused. Kolvi kaalu voib hiiljata.

Joonis 2.2: Kolb kahe vedruga

Lahendus. Kui joud kasvab nullist kuni 16ppvéartuseni F' = 100 N, liigub kolb
allapoole ning saavutab tasakaaluseisu, kus vedrude joud Fi ja F» tasakaalustavad jou
F (vt joonis 2.3).
Tasakaaluks on vajalik, et

F1 + F» = 100.

Kuna moélema vedru deformatsioon on vordne, siis

A B

ﬁ = ﬁ ehk 2F1 — 3F2 =0.
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F=100 N

|

F, F

Joonis 2.3: Kolvile méjuvad joud

Seega joudude leidmiseks tuleb lahendada vérrandsiisteem

i+ = 100,
2Fy —3Fy = 0.

Selle lahendamiseks korrutame teist vorrandit teguriga —% ja liidame sellele esimese
vorrandi (so Gaussi meeod ehk liitmisvote)

Fy + Fy =100,
2,5F, = 100.

Teisest vorrandist leiame, et F> = 40N ja asendades selle esimesse vorrandisse, saame
F1 = 60N.

Vastus: Vedrudes tekkivad joud on F7 = 60N ja F> = 40 N.
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Ul 2.21. Vaatame lihtsustatud olukorda, kus majandus koosneb
kolmest harust: t66stus, pollumajandus ja teenused, mille toodangut
tarbib avalik sektor. Kasutades Leontiefi®* mudelit, saame selle kirja
panna vorrandiga

X =CX +D, (2.5)

kus X = [z1, 79, 23]7 € R3 on vektor, mille elementideks on
iga majandusharu toodang, et avalik sektor saaks tarbida D =
[d1, d2, d3]* € R? iihikut. K&ik iihikud viljendatakse rahas
(niiteks eurodes). Maatriks C = [¢;;] € R**3 niitab majan-
dusharude nn sisetarbimist, st kui palju toodangut kulub selleks,
et toota avaliku sektori jaoks iiks tihik (néiteks tihe euro t66stus-
toodangu tootmiseks avalikule sektorile kulutab té6stussektor cqq
ithikut to6stustoodangut, ¢ iihikut pollumajandustoodangut ja ci3
ithikut teenuseid).

Leida toodangumahu vektor X, kui avaliku sektori vajadus
D =[50, 30, 20]" ja sisetarbimist nditav maatriks on

0,5 0,3 0,2
C=10,2 0,3 0,1
0,1 0,1 0,7

*Vassily Leontief — Vene-Ameerika majandusteadlane (1905— 1999), Nobeli
majanduspreemia laureaat (1973).

2. peatiikk. Lineaaralgebra

Lahendus. Toodangu mahtude leidmiseks teisendame vorrandi (2.5) kujule

D=X-—

CX =(Is— O)X,

kus I3 on 3-jarku thikmaatriks. Teisendatud vérrand on lineaarse vorrandisiisteemi

maatrikskuju, mille lahend on

X1 0.5
X = T2 | = —0.2
I3 —-0.1

(siin timardasime ldhima taisarvuni).

~0.3 —0.2]""' 150 274
0.7 —0.1 30| ~ |151
—01 03 20 208

Vastus: Avaliku sektori tarbimisvajaduse D rahuldamiseks peab majandusharude
kogutoodang olema X = [274, 151, 208]".
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Ul 2.22. Ehitusinseneril, elektriinseneril ja mehaanikainseneril on
igaiihel oma projekteerimisfirma. Kuid koik tellimused on nii kee-
rulised, et lisaks oma teadmistele, tuleb iga kord ka osa t00st sisse
osta. Selleks, et ehitusinsener saaks esitada arve 1 euro eest, peab ta
tellima 10 sendi eest t66d elektriinsenerilt ja 30 sendi eest t66d me-
haanikainsenerilt. Kui elektriinsener tahab esitada oma t66de eest
l-eurose arve, siis eelnevalt tuleb maksta 20 senti ehitusinsenerile
ja 40 senti mehaanikainsenerile. Mehaanikainsener peab 1 euro eest
teenuse miitimiseks ostma 30 sendi eest ehituinseneri ja 40 sendi eest
elektriinseneri teenuseid. Uhel nédalal esitatakse ehitusinsenerile vé-
liseid tellimusi 500 euro eest, elektrinsenerile esitatakse tellimusi 600
euro eest ja mehaanikainsener saab véliseid tellimusi oma t66le 600
euro eest. Millise rahasumma véartuses peab igaiiks neist selle na-
dala jooksul tootama, et koik vélised noudlused saaksid (tépselt)
rahuldatud (vt ka iilesannet 2.21)7

Lahendus. Téhistame, et selle nddala jooksul on ehitusinseneri t66 koguvaartuse
x1-ga, elektriinseneri t66 koguvéirtuse rz-ga ja mehaanikainseneri t66 koguvéartuse
x3-ga. Tundmatute vektori tdhistame X-ga. Esitatud andmete pohjal on
tarbimismaatriksiks C' ja néudlusmaatriksiks D vastavalt
0 02 03 500
CcC=101 0 0.4] ja D= 700] .
03 04 O 600

Lineaarvorrandististeemiks (I — C)X = D on siis

1 —-02 =037 [z 500
—-0.1 1 —-04| [z2| = |700
-0.3 —-04 1] |z3 600

Vasakpoolsel maatriksil on olemas po6érdmaatriks ja lahend on leitav kui

L [420 160 1907 [5001 o [4360 1256
X=(I~-C)'D= g |10 455 215/ |700| = == |5025| ~ | 1448
170 230 490] [600 5400 1556

Vastus: Ehitusinsener peab to6tama ligikaudu 1256 euro eest, elektriinsener 1448 euro
eest ja mehaanikainsener 1556 euro eest (vastused on {imardatud téiseurodeni).
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Ul 2.23. Linnas on kolm kohalikku toostust: kivisdekaevandus,
elektrijaam ja raudtee. Selleks, et kaevandada 1 euro vaartuses ki-
visiitt, peab kaevanduettevote maksma 25 senti elektri eest ja 25
senti raudteetranspordi eest. Selleks, et toota 1 euro véaartuses elekt-
rit, vajab elektrijaam 65 sendi eest kivisiitt kiituseks, 5 sendi eest
iseenda elektrit ja 5 sendi eest tuleb katta transpordikulusid. Et
teenida 1 euro transpordi eest, peab raudtee-ettevote kulutama 55
senti kivisoele ja 10 senti elektrile. Uhe kindla nidalal jooksul saab
kaevandusettevote kivisdele tellimuse maksumusega 50 000 eurot
ning eletrijaam saab véljastpoolt linna tellimuse elektrile 25 000 eu-
ro vaartuses. Raudtee teenuseid viljastpoolt linna ei vajata. Kui
palju peab igaiiks neist ettevotetest selle nddala jooksul tootma, et
valine noudlus tapselt rahuldada?®

“Naide opikust Anton Rorres, ,,Elementary Linear Algebra”.

Lahendus. Téhistame, et selle nddala jooksul on kiviséekaevanduse kogutoodangu
vaartus xi, elektrijaama kogutoodangu véiartus x2 ja rautee-ettevotte kogutoodangu
vaartus xs. Esitatud andmete pdhjal on tarbimismaatriksiks

C =025 0.05 0.10

0.25 005 O

0 0.65 0.55‘|

ja noudlusmaatriksiks
50000
D= [25000] .
0

Lineaarvorrandisiisteemiks (I — C)X = D on siis

1 —-0.65 —0.55] [z1 50000
—-0.25 095 —0.10{ [z2| = |25000] ,
—-0.25 —-0.05 1 3 0

Vasakpoolsel maatriksil on olemas podrdmaatriks ja lahend on leitav kui

1 756 542 4707 [50000 102087
X=(I-0)""D=—=1[220 690 190| [25000| = | 56163 | .

203 1900 170 630] | 0 28330

Vastus: Kivisiitt tuleb toota 102 087 euro eest, elektrit 56 163 euro eest ja
raudtee-teenuseid vajatakse 28 330 euro eest.
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U1 2.24. Kolm vabakutselisena téotavat ehitusmeest (maaler, elekt-
rik ja torumees) on otsustanud remontida koigi kolme kodud. Igas
kodud on vaja teha erinevaid t6id. Nad lepivad kokku, et tootavad
10 pédeva jooksul vastavalt jargmisele ajatabelile:

maaler | elektrik | torumees
tootab maalri kodus 2 1 6
tootab elektriku kodus 4 5 1
tootab torumehe kodus 4 4 3

Et saada haiguskindlustus, peavad nad maksma {iksteisele moistlik-
ku péevapalka. Palka tuleb maksta ka iseendale oma kodus tehtava
t60 eest. Tavaline paevapalk on kéigil kolmel ligikaudu 100 eurot,
kuid nad lepivad kokku, et kohandavad oma palkasid selliselt, et
koigis kodudes saaks remont tehtud nii, et igaiihe véljminekud ja
sissetulekud oleksid nullis. Millistes pédevapalkades nad kokku lep-
pisid?¢

“Naide opikust Anton Rorres, ,Elementary Linear Algebra”.

Lahendus. Tahistame: p; on maalri pdevapalk, p2 on elektriku pdevapalk ja ps on
torumehe paevapalk. Tasakaalu saavutamiseks nouame, et igaiihel

valjamakstavate palkade summa = kogusissetulek.

Niiteks maaler maksab kiimne pdeva jooksul koéigi toode eest oma kodus kokku
2p1 + p2 + 6p3, tema sissetulekuks on aga 10p; (palk koigis kolmes majas tehtavate
t6ode eest). Vordsustades need avaldised koigi kolme to6lise korral saame

vorrandististeemi
2p1 + p2 + 6ps = 10p,

4p1 + 5p2 + p3 = 10pa2,
4p1 + 4p2 + 3ps = 10ps.

Jagades koiki vorrandeid 10-ga ja kirjutades vorrandisiisteemi tiles maatrikskujul,

Saame
0,2 0,1 0,6 P1 P1
0,4 0,5 0,1| |p2| = |p2] .
0,4 0,4 0,3 3 3

Lahutades vasaku poole paremast, saame homogeense vorrandi

0,8 —0,1 —0,6] [p1 0
—0,4 0,5 —0,1| |p2| = |0].
—0,4 -0,4 0,7] Lps 0
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Lahendame saadud vorrandisiisteemi Gaussi meetodil

0,8 —-0,1 —-0,6] +2R2 0 0,9 -0,8 0 0,9 -0,8
0,4 0,5 —0,1 ~|=0,4 0,5 —0,1|8—Ri~|-3,2 31 0
-0,4 -0,4 0,7] —Ro 0 -0,9 0,8] +R: 0 0 0

Seega
0,9p2 — 0,8p3 = 0 p1 =31G,
’ p2 ’ p3 - Y = p2 — 3207
—3,2p1+3,1p2 =0

p3 = 36C.

Et koik saadavad paevahinnad oleks ligikaudu 100 eurot, voib néiteks valida C = 3.
Siis

p1 = 937
p2 = 967

Vastus: Kokku lepitud paevapalgad on: maaler 96 €, elektrik 96 €, torumees 108 €.

Ul 2.25. Kiilas on kolm péllumeest N, K ja R . Uks kasvatab nisu,

teine kaera ja kolmas rukist. Nad on omavahel otsustanud, et igal

aastal saab IV endale % nisust, + kaerast ja i rukkist. K saab %

nisust, % kaerast ja % rukkist. Ning R saab % nisust, % kaerast ja 5
rukkist. Millise hinnaga peaks igaiiks neist oma toodangut miitima,
et see vastaks tasakaaluolukorrale?

Lahendus. Olgu nisu hind p1, kaera hind ps ja rukki hind p3. Moodustame
hinnavektori P ja vahetusmaatriksi F

11 1
2 3 1 4!
_ |1 1 1 _
E=l3 3 1|, P=|p
101 1
5 3 2 ps
Tasakaaluolukorras peab kehtima
EP=P ehk (I—-E)P=0.
i _1 _1
2 3 1
_ 1 2 1
I-E=1-35 3§ -3
11 1
6 3 2

Lahendame Gaussi meetodil sellise kordajate maatriksiga lineaarvérrandisiisteemi

3 -3 —i]12 6 —4 —3]+3R; 0 —16 15
_% % _i 19~ | —4 8 —3| —2R; ~ 0 16 —15| +2Ry ~
_% _% % 12 -2 —4 6 —2 —4 6] 4— Ry
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9
0 —16 15 p1 =50,
—16p2 + 15ps = 0
~lo 0o o = P2 bops =0 ), = B
_ —8p1+ 9ps =0
8 0 9
p3:C.

Vastus: Tasakaaluolukorras peab nisu hind olema 2 rukki hinnast ja kaera hind 12
rukki hinnast.

Ul 2.26. Vaatleme joonisel toodud vooluringi, mille korral on teada
takistite vadrtused ja vooluallikate elektromotoorjoud. Tuleb leida
elektrivool igas juhtmeloigus.

Ri

E: __.._ Rs

Lahendus. Ulesande lahendamiseks kanname joonisele kokkuleppelised voolu
liikumise suunad

R, o
I A \\\
\
_ \
\ / . \
inel ( ring 2 \
+ I R: |
E — | | ‘
- ‘ 5 Rs |
5 Y | ] n / /
| J \ / /
\ /
\_ ~—
\\ ~ //
\ I /
\\\ | v /
\ B + - /
- E. yd g
T~ vilimine ring -~

Joonis 2.4: Voolu suunad
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Kasutame Kirchhoffi vooluseadust sdlmpunktides A ja B (vt joonis 2.4):
punktis A: I = I> + I3,
punktis B: Ig—|—[2 :Il,

sest igasse punkti sissetulevate voolude summa vordub sellest punktist viljuvate
voolude summaga.

Mblemad punktid viivad iihe ja sama lineaarse vorrandini

L —Ib—1I3=0. (2.6)
Valime suletud vooluringid ja lepime kokku nende ldbimise suuna (naiteks paripdeva,
vt joonis 2.4).
Kasutame jargmisi kokkuleppeid:

e pingelangus on positiivne, kui vool ldbib takistit samas suunas ringi labimise
suunaga,

e kui vool 14bib takistit ringi ldbimise suunaga vorreldes vastupidises suunas, siis
on pingelangus negatiivne,

o elektriallikat ldbides on pingelangus positiivne, kui positiivses suunas liikudes
liigume plussilt miinusele,

e kui liigume miinuselt plussile, siis on pingelangus negatiivne.

Kirchhoffi pingeseaduse jargi on igas suletud vooluringis on pingelanguste summa null.

Seega vooluringi 1 korral:

Rili + R3ls — E1 = 0; (2.7)
vooluringi 2 korral:

Roly — Ey — R3l3 =0, (2.8)

sest pingelangus takistil on £ = IR (Ohmi seadus).
Valimine vooluring annaks nende vorrandite summas:
Rilh + Relo — E2 — E1 = 0.
Vorranditest (2.6), (2.7) ja (2.8) saame kokku vorrandisiisteemi
L —I, — I3 =0,
R1Il + R3I3 = El,
Rols — R3ls = Fhs.
Kui ette anda kindlad vddrtused, niditeks (Anton, Rorres ,Elementary linear algebra”)
R1 =70, Ry =119, Rs = 392, F1 = 30V, E5 = 50V, siis saame vorrandisiisteemi
L -1, — I3 =0,
71 + 313 30, (2.9)
111, — 313 =50,
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mille lahendamisel Gaussi meetodiga (vt allpool olevat maatriksi teisendamist) saame
vastuseks
570 590 20
Il*ﬁ(A)v Q*E(A)v 3*_1371( )
Kuna saime negatiivse I3 vidrtuse, siis on tegelik voolusuund sellel juhtmeldigul
vastupidine joonisel 2.4 kujutatule.

Vorrandisiisteemi (2.9) laiendatud maatriksi teisendamine.

1 -1 -1 0]-7 T =7 =T 0] =11
7 0 3 30 ~ |7 0 3 30 ~

0 11 -3 50]-7 0 77 =21 350

7 0 3 30
0 77 =21 350

7 0 3 30 131 ~

0 -7 —10 —30
+11IT [0 0 —131  20]:(-1)

0 -7 -10 —30‘| 131

917 0 393 3930
0 0 131 —20

=311 ~ |917 0 0 3990

0 —-917 —-1310 —-3930
0 0 131 -20

410111 l 0 —-917 0 41301

917 0 393 3930
0 0 131 —20

=311 ~ |917 0 0 3990

[ 0 —-917 —-1310 —3930
0 0 131 -20

+10111 [ 0 —-917 0 41301

I, — —4130 _ 590
—9171I;, = —4130 2= To17 T 131
_ _ 3990 __ 570
= 917, = 3990 = L =57 =15
131Is = —-20 _ 20
3 L=-2%

Vastus: Vooluringi voolutugevused on Iy = 310 (A), I, = 382 (4), Iz = — 2% (A).
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Lineaarse konstantsete kordajatega mittehomogeense diferentsiaal-
vorrandi erilahendi leidmine

Tahame lahendada diferentsiaalvorrandit
g™+ piy" Y 4 paay +pay = f(), (2.10)

kus y(x) on otsitav funktsioon, pi1,p2,...,Pn—1,Pn on teadaolevad reaalarvud
f(z) on esitatav kujul

£(2) = % (Pu(x) cos Bz + Qu(2) sin fa),

kus P, (z) ja Qn(z) polinoomid (maksimaalselt astmega < n).
Mittehomogeensee vorrandi iiks erilahend on leitav médramata kordajate mee-
todil.

Kui a+ 10 ei ole karakteristliku vorrandi lahendiks, siis otsime erilahendit kujul

yx = €77 (Rn () cos Bz + Sn(x) sin Bz), (2.11)

kus R, (z) ja Sn(n) on midramata kordajatega tilimalt n astme poliinoomid.
Kui a+ 18 on karakteristliku vorrandi m-kordseks lahendiks, siis otime erilahen-
dit kujul

ye = e (Ry () cos Bz + Sp(z) sin Bx). (2.12)

Poliinoomide R, (x) ja Sn(x) kordajad méératakse nii, et esialgne diferentsiaal-

vorrand oleks rahuldatud koikide x vaartuste korral.

Ul 2.27. Leida diferentsiaalvorrandi ¢/ + y =  iildlahend.

Lahendus. Leiame esmalt vorrandile vastava homogeense vorrandi y' +y = 0
iildlahendi. Koostame karakteristliku vorrandi £ 4+ 1 = 0, millest k = —1 ja
homogeense diferentsiaalvorrandi tildlahend on yg = Ce™”.

Jargnevalt uurime esialgse diferentsiaalvorrandi vabalitkmeks olevat funktsiooni f(x).
Meie funktsiooni saab esitada kujul

f(@) =2 =¢e"(x-cos(0z) +0-sin(0x)),

see tdhendab, et « =0 ja f = 0. Kuna 0+ 0 - ¢ = 0 ei ole karakteristliku vérrandi
lahendiks, siis valemis (2.11) votame m = 0. Diferentsiaalvorrandi lahendit otsime
samasugusel kujul, nagu on f(z). Muudame ainult sin(0z) ja cos(0x) ees olevaid
poliinoome.

Poliinoomid P,(z) = z on 1. astme poliinoom ja Q,(xz) = 0 on 0. astme poliinoom. n
vadrtuseks votame neist suurima, st n = 1. Seega otsime ka poliinoome R, (z) ja
Sn(x) 1. astme poliinoomidena (kujul az + b).

Seega otsime y. kujul

y» = e*((azx + b) cos(0z) + (cx + d) sin(0z)) = ax + b
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Seega, kuna f(z) on 1. astme poliinoom, siis otsime ka y, kui 1. astme poliinoomi.

Meil on vaja méirata kordajate a ja b vidrtused. Selleks leiame tuletise 3. ja asendme
nii ¥, kui ka y,, = a esialgsesse vorrandisse. Saame

a+axr+b=ux.

Tahame, et vordus kehtiks iga x korral, selleks peab

a=1,
a+b=0,

a=1,
b=-1

ja seetottu y. = x — 1. Linaaarse diferentsiaalvérrandi iildlahendiks on selle vérrandile
vastava homogeense diferentsiaalvorrandi tildlahendi yy ja mittehomogeense vorrandi
erilahendi y, summa

mille lahendamisel saame, et

y@)=yg +ys =Ce " +z—1.

Vastus: Diferentsiaalvrrandi tildlahend on y(z) = Ce™ + 2 — 1.

Ul 2.28. Leida diferentsiaalvorrandi y” 4+ 3’ — 6y = ze?* iildlahend.

Lahendus. Leiame esmalt vorrandile vastava homogeense vorrandi ¢ + vy’ — 6y = 0.
Karakteristliku vorrandi k% + k — 6 = 0 lahenditeks on k1 = 2 ja ky = —3,
diferentsiaalvorrandi tildlahendiks on

YH = C1€2I + 026731.
Jargnevalt uurime vorrandi paremal pool olevat funktsiooni f(z).
f(z) = ze* = *(x - cos(0z) + 0 - sin(0zx))

Siin P,(z) = x on 1. astme poliinoom ja Qn(z) = 0 on 0. astme poliinoom. n
vaartuseks votame neist suurima, st n = 1. Seega erilahendisse kuuluvad poliinoomid
on 1. astme poliinoomid ja neid tuleb otsida kujul Ry (z) = az + b ning Si(x) = cx +d.

Leiame ka o = 2 ja 8 = 0. Kuna k = 2+ 0 - ¢ on karakteristliku vorrandi (ithekordseks)
lahendiks, siis tuleb valemis (2.12) votta m = 1 ja y* otsida kujul

v = 2" e*" ((azx + b) cos(0z) + (cx + d) sin(0z)) =
= z(az + b)e* = (ax® + bx)e*”
Kordajate a ja b méiramiseks leiame y, ja v,

yh = (2az 4+ b)e*” + (az® + b)2e** = (2az” + (2a + 2b)x + b)e*”
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y! = (4az 4 2a + 2b)e*® + (2az” + (2a + 2b)z + b)2e** =
= (4az”® + (8a + 4b)x + 2a + 4b)e>*

ja asendame need koos y.-ga algsesse diferentsiaalvérrandisse

(4azx® + (8a + 4b)x + 2a + 4b)e”” + (2ax> + (2a + 2b)x + b)e* —

—6(az’ + bx)e® =z

Peale taandamist saame
10ax = =1

10ax +2a+5b=2 — ar =7 — “ 101

2a4+5b=0 b=

mistottu y. = (%0332 — 2—1596)621 ja tildlahend on y(z) = yu + y«.

Vastus: Diferentsiaalvorrandi tildlahend on y(x) = C1 €% 4 Coe ™3 4 (1—10302 — %x) e,



2.3. Lineaarsed, vorrandisiisteemid, Gaussi meetod, pseudolahend89

Ul 2.29. Joonisel on niidatud vedrusiisteem, mis kiitub viga hu-
vitavalt. Tavapéaraselt kaituvad enamus mehaanilisi slisteeme nii,
et mingi mehaanilise osa siisteemist eemaldamisel v6i purunemisel
kogu siisteemi jaikus vaheneb. Jaikuse vdhenemist naitab see, kui
vigastatud voi eemaldatud elemendiga siisteemi koormatud punk-
ti siire kasvab vorreldes terve slisteemiga, mis on koormatud sama
koormusega. Sama loogika tundub toé6tavat ka joonisel 2.5 nadidatud
stisteemi korral. Keskmise jdiga noori (katkendjoon) labiloikamisel
voiks koormatud solmpunkti siire kasvada. Kas see ka tegelikult nii
on? Kiisimuse selgitamiseks saab uurida vedruelementidest koosne-
vat arvutusmudelit.

Vedru jiikusega
k=05N/mm

Jaik nd6r, mille vdib asendada

500 mm

jaiga vedruga. Vedru jdikuseks

votta

k = 200 N/mm

N&éri pikkus 810 mm

100 mm

~ Jaik né6r, mille vdib asendada
jaiga vedruga. Vedru jiikuseks

votta

k =100 N/mm

500 mm

F = 100N

Joonis 2.5: Vedrusiisteem

Lahendus. Koostame matemaatilise mudeli stisteemist, kus koik elemendid voiks
asendada vedrudega. Oletame, et s6lmpunktid saavad liikuda ainult vertikaalses sihis.
Solmpunktid on seotud omavahel vedrude ja néoridega. Oletame, et vedrude jaikused
on viikesed ja noorid kéituvad sarnaselt vedrudega, ainult kuna nende venivus on
oluliselt vaiksem, siis voime kujutada noore lihtsalt vedrudena, mille jaikus on oluliselt
suurem kahe tegeliku vedru jdikusest.

Uksiku vedru kiitumist saab kirjedada vorrandiga, millised voib esitada maatriksi ja
vektorite abi jargnevalt.
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Uy U

+ —- « —
|

Fq 1 k
1
1

—> &— —>

IR R

kus u1 ja wz on vedru vastava solmpunkti siire, k¥ on vedru jaikus ning Fi ja F3 on vedru
solmpunkti rakendatud joud.

Pannes kokku siisteemi kahest vedrust peame arvestama tingimustega, et sdlmedele
mdjuvad vedrude reaktsioonjoud (hallid nooled) ja sdlmele rakendatud vélisjoud
(sinised nooled) peavad olema tasakaalus.

Fq Uy Uy Uz ;3

~o<:' £l ;e —>'<: F3

Fiuy F3,u3

Tasakaalutingimused kolme s6lme jaoks oleksid siis

F1:F117
Fy = Fy + F},
F, = F2.

Uhe indeksiga joud F; tahistab vilisjdudu, mis rakendatud vastava numbriga sdlme.
Kahe indeksiga joud F}* tédhistab antud juhul vedru numbriga n reaktsioonjoudu.
Ulemine indeks niitab, millise vedruga on vastav reaktsioonjéud seotud, ning alumine
indeks néitab, kas tegemist on vedru esimese s6lme (j = 1) voi teise s6lme
reaktsioonjouga (5 = 2).

Siire u; téhistab sélme 4 siiret ja u} vastavalt vedru n esimese (j = 1) voi teise s6lme
(j = 2) siiret.

Tostame niiiid vedrude reaktsioonjoud, mis on esitatud maatrikskujul sisse s6lmede
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tasakaaluvorranditesse ja votame arvesse ka selle, millise s6lme siirdega on vastava
vedru otsa siire seotud.

1

uj u uf w3
— — . — k . —

1 1 kq 1 1 2 1
F 1 1 2 1 2
! 1 R Fi 1 1 F

1 1 2 _
up =y Up = U = Uy ud =y

k’l —kl Ul o F11 k’z —kz u o F12
—kl k?1 u - Fgl —kz k?z us B F22

Seega saame kahe koostoimiva vedrusiisteemi jaoks vorrandi

kl kQ 0 U1 Fl
—k1 k1+ ko —ko uz | = | Fs
0 —k:z kz us FS

Siin 3 x 3 maatriksit véib nimetada siisteemi jaikusmaatriksiks ja u vektor on
stisteemi siirdevektor ja F vektor on siisteemi koormusvektor.

Esimene vedruelement on Teine vedruelement on

solmede 1 ja 2 vahel. solmede 2 ja 3 vahel.

Elemendi jaikusmaatriksi osad liidetakse Elemendi jaikusmaatriksi osad liidetakse
jaikusmaatriksi elementidele globaalse jaikusmaatriksi elementidele
1,1; 1,2; 2,1 ja 2,2 2,2; 2,3; 3,2ja 3,3

Antud loogikat saame kasutada ka keerulisema vedrusiisteemi vorrandsiisteemi
koostamiseks. Kasutame seda loogikat vedrudest ja néoridest koosneva siisteemi
lahendamiseks. Vaatleme esmalt tervet siisteemi, kus katkendjoonega ndor ei ole labi
16igatud ja 16dvalt kinnitatud pikemad n6orid ei ole sirgenenud ehk need ei toota.

Joonisel 2.6 olev siisteem koosneb neljast solmest, seega koostame jaikusmaatriksi,
mille dimensioon on 4 x 4.
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Vedru jaikusega
k=05N/mm

500 mm

Jaik n6or, mille vGib asendada
jaiga vedruga. Vedru jaikuseks

votta

k =200 N/mm

NG66ri pikkus 810 mm

100 mm

Jaik n6or, mille véib asendada
jaiga vedruga. Vedru jdikuseks

votta

k =100 N/mm

500 mm

F = 100N @

Joonis 2.6: Nelja s6lmega vedrusiisteem

Peale esimese vedru lisamist (vedru on sdlmede 1 ja 2 vahel) siisteemi saame jiikusmaatriksi
kujul

05 =05 0 O
-0.5 05 0 O
0 0 0 O

0 0 0 O

Lisame jargmisena katkendjoonena kujutatud néori (noor on jaikusega 20000 N/mm
solmede 2 ja 3 vahel)

0.5 —0.5 0 0
—-0.5 0.5+200 —-200 O
0 —200 200 O
0 0 0 0
Lisame 16puks ka alumise vedru (alumine vedru on sdlmede 3 ja 4 vahel)
0.5 —-0.5 0 0
—-0.5 0.5+ 200 —200 0
0 —200 200+ 0.5 —-0.5
0 0 —0.5 0.5

Koormusvektor F on kujul
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sest joud rakendub ainult neljandasse solme.

Vorrandisiisteem on

0.5 —-0.5 0 0 Uy 0
—-0.5 200.5 —200 0 uz| | O

0 —200 2005 —0.5| |uz| | O

0 0 —0.5 0.5] [ua 100

Kuna s6lm 1 on kinni ja litkuda ei saa, siis u1 = 0 ja slisteemist saame esimese vorrandi
dra jatta. Kuna u; = 0, siis voime loobuda ka jaikusmaatriksi esimesest veerust.

200.5 —200 0 U2 0
—200 200.5 —0.5] |us| =] 0 |.
0 -0.5 0.5] [ua 100

Selle vorrandisiisteemi lahendamiseks leiame jdikusmaatriksi p66rdmaatriksi

200.5 —200 071" 12 2 2
—200 2005 —0.5| = |2 2005 2.005

0 -0.5 0.5 0 2.005 4.005

U2 2 2 2 0 200
ug| = [2 2.005 2.005 0 | = [200.5
Ug 0 2.005 4.005] [100 400.5

Vastuseks saame, et alumine koormatud punkt siirdub jéu 100 N rakendamisel
400.5 mm allapoole. Oluline on mérkida, et mittepingul kiilgnéorid jadvadki sellise
siirete korral 16dvaks ja lisakoormust kandma ei hakka.

Teeme niilid sarnase arvutuse siisteemile, kus katkendjoonega téhistatud néor on l&bi
l6igatud (vt joonis 2.7). Niiiid venivad esmalt sirgeks kaks seni mittepingul olevat
n6ori. Kuna noori pikkus on 810 mm, siis tekib néoride sirgenemisel ilma koormuseta
esmalt siire 500 + 810 — 1100 = 210 mm.

Niiiid arvutame lisasiirde, mis tekib koormusest. Selleks koostame vorrandid uue
stisteemi jaoks. Liidame siisteemi esimese vedru (s6lmede 1 ja 2 vahel)

0.5 —0.
—-0.5 0.

Liidame siisteemi esimese noori (solmede 1 ja 3 vahel)

054100 —-0.5 —-100 O
—-0.5 0.5 0 0
—100 0 100 O

0 0 0 0
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- Vedru jaikusega
k=05N/mm
_—
g —/
g £
= €
s 3
2]
E
v X
g s
g 5
= ]
2 =2
b — ~ Jaik néor, mille vdib asendada
jaiga vedruga. Vedru jaikuseks
g votta
g
S k =100 N/mm
mn
F = 100N @

Joonis 2.7: Loigatud nooriga nelja sélmega vedrusiisteem

Liidame siisteemi teise néori (sdlmede 2 ja 4 vahel)

0.5 + 100 -0.5 —100 0
-0.5 0.5+ 100 0 —100
—100 0 100 0

0 —100 0 100

Liidame stisteemi teise vedru (sélmede 3 ja 4 vahel)

0.5+ 100 —0.5 —100 0

—0.5 0.5+ 100 0 —100
—100 0 100 4 0.5 —-0.5

0 —100 —0.5 100 + 0.5

Uus vorrandisiisteem on

100.5 —-0.5 —100 0 Ul 0
—0.5 100.5 0 —100| |uz| | O
—100 0 100.5 —0.5 us| | O

0 —100 —0.5 100.5] [ua 100

Votame jalle arvesse asjaolu, et esimene s6lm on fikseeritud, so u; = 0

100.5 0 —1007 [u2 0
0 100.5 —0.5] |us| =10 |.
—100 —0.5 100.5] [ua 100
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Selle vorrandisiisteemi lahendamiseks leiame jaikusmaatriksi pé6rdmaatriksi

—1

100.5 0 —100 1.005 0.005 1
0 100.5 —0.5 = [0.005 0.01 0.005
—100 —-0.5 100.5 1 0.005 1.005

U 1.005 0.005 1 0 100
uz| = [0.005 0.01 0.005 0|=1]05].

Uy 1 0.005 1.005] [100 100.5

Seega on alumise s6lme koormusest tingitud siire 100.5 mm ja koos nooride
sirgenemisega tuleb kogusiirdeks 210 4 100.5 = 310.5 mm. Antud siire on véaiksem, kui
esialgse siisteemi siire, mis oli 400.5 mm.

Seega kéitub antud siisteem toesti nii, et elemendi eemaldamisel siisteemi jaikus
suureneb.
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Ul 2.30. Projekteeritakse maanteed laugelt langevale maapinna-
le, mis on ligikaudselt tasand. Maapinna korgust h kokkuleppelise
nulltaseme suhtes on moodetud 9 erinevas punktis. Tulemused on
toodud jargmises tabelis:

(100 m) 0 1 2 0 1 2 0 1 2
(100 m) o o0 o0 1 1 1 2 2 2
h(m) [ 101 915 7.9 7.7 69 61 6.1 515 39

Drenaazi jaoks tehtavates arvutustes ldheb vaja maapinna suurimat
langenurka ja suunda, milles on langenurk suurim.

Olgu maapinna vorrand h = ax + by + ¢. Moodustame tabe-

lis olevatest ridadest vektorid x = (x1,...,29), ¥ = (y1,...,Y9),

h = (hy,...,hg). Tekib jairgmine lineaarne vorrandisiisteem:
ria+yb+ec=h;, i=1,...,9 (2.13)

kordajate a, b ja ¢ méadramiseks. Antud siisteemi puhul ei ole
Kronecker-Capelli teoreemi eeldused téidetud. Seega lahend puu-
dub. Kiill aga eksisteerib pseudolahend.

1) Leida siisteemi (2.13) pseudolahend (a, b, c).

2) Leida tasandi h = ax + by + ¢ suurim langenurk ja suund,
milles on langenurk suurim.

Lahendus. 1) Maatrikskujul on siisteem (2.13) jirgmine: Ac = h”, kus

r1 y1 1 a
,c=1|b
T9 Yo 1 c

ja tlaindeks T tahistab transponeerimist. Pseudolahendi saamiseks tuleb lahendada
jargmine siisteem:

ATAc=A"n". (2.14)
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Arvutame:

i=1 2

5 = e 5 9 9
ATA= Yy Yy Ywi|=]9 15 9],
i=1 )
9 9

DOEED DR 9
=1 i

Seega vorrandisiisteemi (2.14) maatrikskuju on

15 9 9] Ja 57
9 15 9| |[b| =|51],
9 9 9 |c 63
selle lahend on a = —1, b = —2, ¢ = 10.

2) Maapinna vorrand on
h=—-z—2y+10

ehk meetermoodustikus

h = —0.01x — 0.02y + 10,

kus z = 0.01x ja y = 0.01y. Kiireima kasvu suund on muutujate = ja y kordajatest
moodustuv vektor, st w = (—1, —2). Kiireima languse suund on seega

v = —w = (1, 2). Selleks, et leida langenurka suunas v teeme sammu koordinaatide
alguspunktist selles suunas ja arvutame korguste vahe jagatise sammupikkusega
meetermdodustikus. Saame

A =
Vi

_ Z001-1-002:2+410-10 __ = oo

Tegemist on langenurga tangensiga. Langenurk radiaanides on
o = arctan A & —0.0224 ja kraadides ¢ ~ —1.28°.

Vastus: Maapinna suurim langenurk on ¢ =~ —1.28°.
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U1 2.31. Tabelis on antud teatud investeeringu véértus aastate 15i-
kes:

t ‘ 1. aasta 2. aasta 3. aasta 4. aasta

ROI0°EUR) | 3 3.21 3.43 3.69

Kirjeldame investeeringu vértust eksponentfunktsiooniga R = ae®.

Moodustame tabelis olevatest ridadest vektorid t = (1,2, 3,4),
R = (R1, Ro, R3, R4). Tekib jargmine vorrandisiisteem:

ae” =R;, i =1,2,3,4. (2.15)

Tegemist on mittelineaarse siisteemiga kahe tundmatu a ja b maara-
miseks. Me saame selle teisendada lineaarseks vorrandiisteemiks ka-
sutades logaritmimist. Votame (2.15) vasakust ja paremast poolest
naturaallogaritmi ja teisendame vasakut poolt kasutades logaritmi
omadusi. Saame

Ina+bi=InR;, i:=1,2,3,4. (2.16)
Toome sisse uued tundmatud suurused
c1=1Ina, cog =b. (2.17)

Saame jirgmise lineaarse vorrandisiisteemi suuruste c¢; ja co mééara-
miseks:

cg+ico=InR;, i =1,2,3,4. (2.18)
Antud siisteemi puhul ei ole Kronecker-Capelli teoreemi eeldused
tdidetud. Seega lahend puudub. Kiill aga eksisteerib pseudolahend.

1) Leida siisteemi (2.18) pseudolahend (cq, ¢2).

2) Kasutades seoseid (2.17) arvutada suurused a ja b ning konst-

rueerida eksponentfunktsioon R = ae’.

3) Prognoosida investeeringu véértust 5. aastal.
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Lahendus. 1) Maatrikskujul on siisteem (2.18) jairgmine: Ac = q, kus

1 1 In Rl
a- |1 2] - |:c1:| q= In R,
1 3 ’ C2 ) lIl R5
1 4 In Ry

Pseudolahendi saamiseks tuleb lahendada jdrgmine siisteem:
ATAc = A"q, (2.19)

kus T téhistab transponeerimist. Arvutame:

T[40
|10 30
4
e — LI 480
4= |4 ~ l3.97]
ZilnRi

i=1

Seega on siisteem (2.19) jargmine:

4 10] [es]  [480
10 30| |e2| — |3.97|°
Selle lahend on ¢; &~ 1.03, c2 = 0.07.

2) Valemite (2.17) pohjal a = e = 2.8, b = ¢z = 0.07. Seega R = 2.8¢"°7",

3) Prognoos 5. aastal on 2.8¢%°75 ~ 3.97 - 10° EUR.

0.07t

Vastus: Ekponentfunktsioon on R = 2.8¢ ja investeeringu prognoositav vaartus

5. aastal on 3.97 - 10° EUR.
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2.3.1. Tasapinnalise raami toerektsioonid arvutamine

Lineaarvorrandite siisteemiga puutub ehituse tudeng kokku insenerifiitisika kursuse
mehaanika osas ning ainetes tugevusopetus I ja Il

Pohiline rakendus: mingi tala, raam vo6i konstruktsioon on koormatud, toestatud ja on
nende mojude toimel tasakaalus. Eeldusel, et koormuste vadrtused on antud, tuleb
valja arvutada tugedes tekkivad joud (ja/voi momendid), mis tagavad konstruktsiooni
tasakaalu. Tugedes tekkivaid joude ja momente nimetatakse toereaktsioonideks.

Naiteid tugedest ja neile vastavatest toereaktsioonidest:

Vi
Fa Vi, Fa
i (i 7| I S
| A—
A AR H, Ma f A Ha
liikuv liigendtugi likumatu liigendtugi jaik kinnitus

Litkuv litgendtugi - tugi on toena kujutatava kerge varda sihis liikumatu.

Litkumatu litgendtugi - reaktsioonjoud F'a on tasapinnas mistahes suunas, enamasti
madratakse eraldi horisontaalne komponent H4ja vertikaalne komponent V4.

Jaik kinnitus - lisaks lilkumatu liigendi reaktsijou komponentidele tekib jiigas toes ka
momentreaktsioon M4, mis ei luba tala otsal poérduda.

Talale, raamile voi konstruktsioonile mojuvad koormused ja toereaktsioonid
moodustavad kokku jousiisteemi, mis on tasakaalus. Toereaktsioonide arvutamisel
kasutatakse joustlisteemi tasakaalutingimusi.

Olgu konstruktsioon on tasapinnaline ja sellele m&juv joustisteem samuti, so koik
jousiisteemi moodustavad joud asetsevad iihes tasapinnas. Sel juhul on
mittetriviaalseid tasakaalutingimusi kolm. Valime konstuktsiooni tasapinnaks
ry-tasandi, siis voime kirjutada:

ZFZT :07 EFZ.’L‘ :07 EMizA:()7
a) Z F,, =0, b) Z Mi.a =0, c) Z M. =0,
> Miza =0, > M. =0, > Mizc =0.
Kolme vorrandi sisu voib aga olla erinev:

a) Koigi joudude projektsioonide summa z- ja y-telje suunal on null ja kdigi joudude
momentide projektsioonide summa zy-tasandiga ristuva z-telje suhtes on null.
Momentide projektsioonide summa peab olema null séltumata punkti A labiva z-telje
asukohast ehk ei soltu z-telje asukohast.
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b) Uhe telje suhtes (niiteks z-telg) jdudude pojektsioon on null ja kahe erineva punkti
A ja B suhtes arvutatud momentide projektsioonide summa on null. Punkte A ja B
labiv sirge ei tohi sealjuures olla risti x-teljega.

¢) xy-tasandi kolme erinevat punkti A, B ja C labiva z-telje suhtes on momentide
projektsioonide summa null. Sealjuures ei tohi puktid A, B ja C asetseda iihel
sirgjoonel.

Ul 2.32. Arvutada joonisel antud tasandraami toereaktsioonid.

10 kN

1,25m

7 kN/m

1,5m 3,0m ‘

Lahendus. Valime raami tasapinnal z- ja y-telje ning vabastame raami tugedest
mérkides skeemile vastavad toereaktsioonid.

0.5m,

2,5m

(o]
o

§73=21 kN b va

¥y
| i 3,0m |
1

Joonis 2.8: Raamiga seotud koordinaadistik ja toereaktsioonid

Punktides A, B ja C on liikuvad liigendtoed, reaktsioonid on on kergete tugivarraste
sihis ning nende suunad voime ise méarata (vt joonis 2.8).
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Mehaanikas ei kanta jouvektorile vektori mérki, joudu niidatakse oma
rakenduspunktis noolega voi ,sabaga”, nagu see skeemile paremini paigutub. Kui
juhtub, et tegelik joud mojub joonisele méargitule vastassuunas, siis tilesande
lahenduses tuleb see negatiivne.

Kirjutame vilja kolm momendi tasakaaluvérrandit punkte D, E ja G ldbiva z-suhtes.

Kirjutame véalja punkte D, E ja G labivate z-teljega paralleeleste tegede suhtes kolm
momendi tasakaaluvorrandit.
Loeme positiivseks punkti timber telje vastupdeva poérava momendi.

> Mi.p =0, Fp-05—Fp-15+Fc-15+10-1.75=0

i

> M;.p=0, —Faq-25+Fp-15+Fc-45-7-3-(1.5+15)—10-1.25=0

i

> M;.q=0, Fs-05+Fp-15+Fc-45-7-3-(1.5+15)—10-(1.254+0.5)=0
i

Viime vorrandites vabaliikmed paremale poole ja saame vorrandisiisteemi:

05-Fa—15-Fg+15-Fc = —17.5,
—25-Fa+15-Fp+45-Fc = 75.5,
05-Fa+15-Fp+4.5-Fc = 45.5.

Selle laiendatud maatriks on
0.5 —-15 15| -175 05 —-15 15| —17.5
-2.5 1.5 4.5 75.5| ~ 0 -6 12 —-12
0.5 1.5 4.5 45.5 0 3 3 63

+5Ry  ~

—R1

05 —15 15| —175 1 -3 3] —35] s
~| 0 =6 12| =12 ~ 10 1 =2 2 | (—e
0 0 9 57| +osr, [0 0 1 91

Viimasest maatriksist leiame

Fe = 2 ~  6.33kN
Fg = 242Fc =2+2-2 =4 & 1467kN
Fa = —-35-3Fc+3Fg =-35-3-243.4 =-10 =-10.00kN

Otsitavad Fp ja Fo on positiivsed, jarelikult bee joud mojuvad eeldatud suunas. Kuna
F'4 on negatiivne, siis jou tegelik suund on eeldatule vastupidine ehk vasakule
vidrtusega 10kN (vt joonis 2.9).

Tulemuste kontrollimiseks voib kasutada joudude projektsioonide vorrandeid ja mone
teise punkti suhtes arvutatud momentide projektsioone.

K: > Fi -10+10=0
K: Y Fy =-T3+%+3P=-21+F=-21+21=0

2
K: > M.y =10-125-2.154+2.15=0
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el G D
wy
= : Fa
10k A
I
I
I
i
110 kN
I e " +
~ | Hi
gl i
Al !
2. ! 7 kN/m
I
3
——
‘ 8 C}r=12kn
A aa §73=21kN A 3

y Fo="5- kN
| 1,5m ) - 3,0m |
|

Joonis 2.9: Jéudude projektsioonide tegelikud suunad

Ul 2.33. Arvutada joonisel antud tasandraami toereaktsioonid dr-
mistes liigendtugedes.

8 kN/m 5 kN

1,2m

1,8m

2,5m | 1,3m

Lahendus. Selline kolme liigendiga raam koosneb vasakust ja paremat poolest.
Mblemad pooled on alt toestatud liikumatu liigendtoega — vastavalt toed A ja B.
Raamide pooled on omavahel seotud punktis C' liikumatu liigendiga. Viimast liigendit
tulem méoista nii, et raami pooled ei saa punktis C' teineteise suhtes siirduda, kuid

saavad podérduda.

Eeldusel, et raam on tasakaalus, on tasakaalus ka selle vasak ja parem pool. Kogu
raami ja selle vasaku ning parema poole jaoks saab koostada skeemid iihes tekkivate
tundmatutega.

Kolme liigendi peale on kokku 3 -2 = 6 muutujat. Kuna tasakaalus osi on 2, siis saab
raami vasaku poole (VP) jaoks kirjutada 3 lineaarselt soltumatut tasakaaluvorrandit.
Analoogiliselt saab raami parema poole (PP) jaoks koostada 3 lineaarselt sdltumatut
tasakaaluvorrandit.
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Kogu raami tasakaal vabastatuna liigenditest A ja B
8kN/m Ee-3 D2m

_ 1 | E 1 | SkN
D; C
8:3,8=30,4 kN :
js I 0,6m
- i | £
9
T A
; ; Ha
Via
¥ . He
i 2,5m i 1,3m Vg
X | | |
Raami vasaku poole tasakaal vabastatuna liigenditest A ja C Raami parema poole tasakaal vabastatuna liigenditest B ja C
8 kN/m 8 kN/m
_ T T 1743 _ —_— 5 kN
i He He €
82,5220 kN Y Ve Ve *a-w,;:m,a kN
& I 125m & 1,065m |
& gl <
0 o
L RN
Ha
Vs
q q A,
1 2,5m ) 1,3m | \ 2,5m | 1,3m Vg
X! T | X! T

Samas voib mone vorrandi vélja ka kogu raami (KR) tasakaaluskeemilt, lihtsalt tuleb
silmas pidada, et lineaarselt soltumatuid vorrandeid saab kokku olla 6.

KR: > Mpp=0 Hy-12-Va-324+Hp 18+Vp 32 =0
i
S Mi.p=0 Hp-14-V4-25+Hp-2+Vp-1.3+8:38:06-5-02=0
i

VP: > Mic=0 Hy 1.2-V4-25+8:25-1.25=0

7
PP : ZMizCZO Hp-184Vp-13—-8-13-0.65=0

Siit saame lineaarse vorrandisiisteemi:
1.2-Hs—19-V4+18-Hg+19- V= 0,
14-Hqg—25-Va+20-Hp+1,3-Vp =—-17.24,
1.2-Hy —25-Vy = —2.5,

1.8-Hg+13-Vg = 6.76.

Selle vorrandisiisteemi laiendatud maatriks on:

12 -19 18 19 0 12 -19 1.8 1.9 0
14 =25 20 13|-1724| | 0 —g —01 -5 |-1724| -%
12 —25 0 0 —25 0 —06 —-1.8 -19 25| -1

0 0 1.8 13 6.76 0 0 1.8 1.3 6.76



2.3. Lineaarsed, vorrandisiisteemid, Gaussi meetod, pseudolahen@05

1.2 -19 18 1.9 0 1.2 -19 18 19 0
- —01 -1 | -17.24 Lo - —01 -4 | -17.24
0 - L B - o o B &| W
0 18 13 6.76 0 0 o T2 | 1
S I o 3
S0 v B R (-9)
0 0 1 -5 |- (%)
0 0 % '17051
Vorrandisiisteemi lahendid on:
7426
VB:WzM.?OkN
HB:—?TQSI'F%‘%:—%R—G&SI{N

Vi = 5172 16 (_ 2300830) 55 7426 7926 ~ 15.70 kN

85 17 T 17 505 505

19 7926 3 2080 19 7426 3595
H:—-777~ _——_— - — —— = —— ~ 11. kN
A7 12 505 2 ( 303 ) 12 505 505 86
Raami toereaktsioonid liigendites A ja B
B ' '8 kN:f‘m ; ; 5 kN B
| &

8:3,8=30.4 kN y H
£ ' 0,6m |
— ' ! D%
A e

V4=15,70 kN 6,86 kN

¥ & Hg
2,5m | 1,3m Ve=14,70 kN
I

|
x|

Kontrollime leitud lahendeid kogu raami korral.

ZFm =11.86 —6.86 — 5 =0

> Fiy=15.70+14.70 - 8- 3.8 = 30.4 — 30.4 = 0

Z Misc = 11.86-1.2 — 15.70-2.5 — 6.86 - 1.8 + 14.70 - 1.3 + 8 -3.8- 0.6 =

—0.016 = 0

Viimases jadkliige on viike ja seotud loppvastuste iimardamisega.
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2.4. Vektorruum, lineaarne soltuvus, baas

U1 2.34. Vaatame n-modtmelisi vektoreid vektorruumist C” st. koi-
ki veeruvektoreid kujul (v1, ..., v,)!, kus vq,..., v, on kompleksar-
vud. Defineerime hulgal hermiitilise skalaarkorrutise eeskirjaga

(u,v) = w103 + w102 + . . . + UpTy,
kus u,v € C". Néidake, et kehtivad jargmised omadused:

1. (u,u) > 0 iga u € C" korral ja (u,u) = 0 parajasti siis, kui u
on nullvektor,

2. (u,v) = (v,u) iga u,v € C" korral,

3. {au + bv,w) = a(u,w) + b(u,w) iga u,v,w € C™ ning komp-
leksarvude a ja b korral,

4. {u,av + bw) = a{u,v) + blu,w) iga u,v,w € C" ning komp-
leksarvude a ja b korral.

Lahendus. Elementaarne avaldiste teisendamine ja definitsiooni kasutamine.
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Ul 2.35. Vaatame vektorruumi C”, millel on defineeritud hermii-
tilise skalaarkorrutis (vt. iilesanne (2.34) hermiitiline skalaarkor-
rutis). Téahistame

Z0:(1’1’17""1>7
Z1 = (17<‘7627”'7Cn71)7
Z2 - (1)C27C47 v 7C2(TL—1))’

Zn—l _ (17 <n717 <2(nfl)7 o C(nfl)(nfl)%
kus ¢ = €27/ Naidake, et

n, kui k=1

Z4, 7)) =
(2, 2) {o, kui k =1

ja iga vektori v € C" korral kehtib

v, Z v, Z
V:MZO_FQZI_F.“_’_
n n

Lahendus. Avaldiste teisendamine ja seose (" = 1 kasutamine. Vektorite
Zo,Z1, ..., Zn—1 ortogonaalsusest jiareldub lineaarne soltumatus. Olgu v € C"
nullvektorist erinev vektor, siis leiduvad iiheselt méaratud kompleksarvud
C0,Cly...,Cn—1, €t

v=coZo+cZi+...+cn-1Zn-1.

Kui 0 < k£ < n, siis
(V, Zk> = CQ(Zo,Zk> + ...+ Ck<Zk, Zk> —+ .. .Cn_1<Zn_1, Zk> = CgN.

Kui v on nullvektor, siis on ilmne et ¢co =¢;1 = ... =c¢p—1 = 0.
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Ul 2.36. Vaatame perioodilist diskreetset signaali, mida iihe pe-
rioodi ulatuses saame esitada vektorina u = (1, 3,5, 7). Selle signaali
periood on n = 4. Leidke vektori u esitus kujul

u = coZy + c121 + cada + c3Z3,

kus Zy, Z1,Za, Z3 on iilesandes (2.35) defineeritud ortogonaalse
baasi vektorid ruumis C™.

Lahendus. Kuna n = 4, siis ¢ = e??™/4

=1ja

Zi=(1, 1, —1,—1),

Zy=(1,-1, 1,-1),

Zs = (1, —i,—1, i).
Seega

(W, 20) =16, (u,Z1) =—4+id, (u,Z)=—4, (u,Zs)=—4—id
ja
u=4Zo+ (-1+i)Z1 + (-1)Z2 + (-1 — ) Zs.
Signaalitootluses vaadatakse skalaarkorrutistest moodustatud vektorit
o= ((u, Zo), (u, Z1), (u, Z2), (u, Zs)),

mida nimetatakse signaali u diskreetse Fourier’ teisenduse vektorkujuks.

Ul 2.37. Leida tabeliga (2.20) esitatud funktsiooni lineaarne inter-
polant.

Lahendus. Selgitame koigepealt vajalikke moisteid. Kui mo6tmiste v6i arvutamiste
teel on saadud funktsiooni vddrtused 16pliku arvu argumendi véartuste korral, siis on
seda funktsiooni voimalik esitada tabeli kujul, kus iihes reas on argumendi vaértused
ja teises reas on vastavad funktsiooni vdartused. Néiteks, kui maantee projekteerimisel
on méodetud maapinna kdrgust mitmes erinevas punktis, siis saab moodustada tabeli,
mille tihes reas on horisontaalse koordinaadi viartused ja teises reas on vastavad
korguse vaartused. Voi naiteks, kui hoone sisetemperatuuri on méddetud erinevatel
ajahetkedel, siis saab luua tabeli, mille iihes reas on aja vdértused ja teises reas on
vastavad temperatuuri viartused.

Olgu antud argumendi x vadrtused z1 < z2 < ... < z, ja jirgmine tabel neile
vastavatest funktsiooni y(z) vadrtustest:

2.20
ylwm vz . (220)
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Lihtsuse méttes olgu argumentide vaartuste vahed konstantsed ja vordsed arvuga h, st
r; —xi—1 =h igai=2,... n korral.

Punktid P;(z:,y:), i = 1,....n, moodustavad jarjestatud punktihulga tasandil. Seda
on illustreeritud jargmisel joonisel:

Y
P;
yZ Y o
yi+l .............................................. ) -Pnfl
yn—l 2_1 ...................................................................... e P 1+1 ............ 'Y
Py P
yn yl ........... ® P B o
y3 ................. o Pn
Y2 o PY
Py
T1 T2 T3 Ti—1Ti Ti+1 Tn—1Tn T

Joonis 2.10: Jarjestatud punktihulk tasandil

Sageli on vaja jatkata funktsiooni tabelis olevate argumendi vaartuste vahele. Taolist
tegevust nimetatakse interpoleerimiseks. Pidevat funktsiooni S(x), mis on méaratud
16igul [z1, zy] ja rahuldab tingimusi

S(@i) =y, i=1,...,n (2.21)

nimetatakse tabelile (2.20) vastavaks interpolandiks. Interpolandi graafik on joon, mis
algab punktist P;, labib punkte Ps, ..., P,_1 ja 16peb punktis P,.

Lihtsaim interpolant on tiikiti lineaarne. See on funktsioon S(x), mis on lineaarne igal
osaldigul [x;-1,2;], i = 2,...,n, ja rahuldab eelpoolmainitud tingimusi (2.21).

Tiikiti lineaarse interpolandi graafik koosneb punkte P;(z;,y:), 1 =1,...,n,
ithendavatest sirgloikudest. Néiteks joonisel (2.10) toodud tabelile vastava tiikiti
lineaarse interpolandi graafik on kujutatud joonisel (2.11).

Pliiatsi ja joonlaua abil on tiikiti lineaarset interpolanti lihtne joonistada. Kuid taolise
funktsiooni kasutamiseks arvutis on ta vaja programmeerida. Enamasti tehakse seda
nii, et interpolant esitatakse teatavate baasifunktsioonide lineaarkombinatsioonina.
Kui baasifunktsioonid on programmeeritud, siis on nende lineaarkombinatsiooni
arvutustes lihtne kasutada.

Siit liigume edasi alljargneva tilesande juurde.
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r1 T2 T3 Ti—1 Ti Ti41 Tp—1Tn T

Joonis 2.11: Lineaarne interpolant

Olgu S koigi punktihulgal z1, x2,. .., z, médratud pidevate tiikiti lineaarsete
funktsioonide hulk, st iga funktsioon S hulgast S rahuldab jargmisi tingimusi:

S(z) on lineaarne igal osaldigul [x;—1,z:], i =2,...,n,

S(x) on pidev.
Ilmselt on hulk S kinnine liitmise ja skalaariga korrutamise suhtes, st
51,5 €S = S1+5:€8
ja
AER, Ses = ASeS.

On vboimalik ndidata, et need tehted rahuldavad vektorruumi aksioome, seega on S
vektorruum.

Ulesanne on jargmine: leida ruumi S dimensioon ja iiks voimalik baas selles ruumis.

Vihje. Olgu S € §. Téhistame
yi = S(xs), i =1,...,n. (2.22)

Vordustega (2.22) on defineeritud iiksiihene vastavus ruumi S kuuluvate funktsioonide
S ja ruumi R™ kuuluvate vektorite y = (y1,...,yn) vahel. Sellest on lihtne aru saada
eespooltoodud jooniste abil. Joonisel (2.10) on kujutatud y-koordinaatide vektorile

¥y = (y1,-..,Yn) vastavad punktid tasandil. Kui nende vahele tommata sirgldigud,
saame funktsiooni S, mis on kujutatud joonisel (2.11). Kui me aga vastupidi ldhtume
funktsioonist S, mis on kujutatud joonisel ((2.11)) ja kustutame &ra punkte
iithendavad sirgloigud, siis jadvad jargi punktid, mille y-koordinaadid moodustavad
vektoriy = (Y1,.-.,Yn)-
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Niiiid jaab iile leida vastused iilesandes antud kiisimustele vektorruumis R™ ja
kasutada mainitud iiksiihest vastavust.

Lahendus. Kuna R™ dimensioon on n, siis on ka S dimensioon n. Ruumis R" saab
moodustada jargmise baasi:

e' =(1,0,0...,0,0),

e’ =(0,1,0,...,0,0),

e” =(0,0,0...,0,1).

Vektorile e® € R” vastav funktsioon By € S ongi baasifunktsiooniks ruumis S.
Tingimuse (2.22) pohjal

Bk(m)_{ 1 kui k=1,

0 kui k #1.
Jirgnevatel joonistel on kujutatud vektoritele y = €®, k =1,...,n, vastavaid
baasifunktsioone.
y| vektorile y = e* vastavad punktid Yy funktsioon y = By (x)
z1 T2 Ty 1TE TR Tp1Tn T 1 T2 Th_1TETh 41 Tp1Tn T

Juht k=2,...,n—1

y ] vektorile y = el vastavad punktid y funktsioon y = By(z)
1fe 1 \
z1 T2 Tp_1Tn T Ty w2 Tp-1Tn T
Juht £ =1
y | vektorile y = e™ vastavad punktid y funktsioon y = By, (z)
1 . 1 /
1 T2 Tp_1Tn T 1 2 Tp-1Tn T

Juht k =n
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Funktsioonide Bi(z) valemid:

ToTp_q

- kui z € [zr_1, Tk],
By(z) = L*}i_w kui z € [z, Trt1],
0 mujal
juhul k=2,...,n—1ja
2 kui x € [z1, z2] TEnol ki 2 € [Zn-1,Tn]
— h ’ ? — h n yny
Bu() { 0 mujal, Bn(x) { 0 mujal.

Lopuks, tabelile (2.20) vastav interpolant on esitatav jargmise
lineaarkombinatsioonina baasifunktsioonidest B, k = 1,...,n:

S(x) =) yBi(a).
k=1

(2.23)

Vastus: Baasli By(z) avaldub lineaarne interpolant kujul (2.23).

Ul 2.38. Uuritakse pikkusega L tala vabavonkumist, kus iiks ots
on jaigalt kinnitatud ja teine vaba. Eeldatakse, et tala vonkumine

on antud funktsiooniga

N
w(zx,t) = Z an(t) sin

(2n — 1)mz
2L ’

kus w(zx, t) on tala ldbipaine asukohal x ajahetkel ¢ ning a,,(t) on ajas
muutuv amplituud n-nda realitkme jaoks. Néita, et funktsioonid

U, (x) = sin 5T

(2n — 1)mz

(n

1,2,..)

moodustavad ortogonaalse baasi funktsioonide ruumis L?(0, L), kus
on madratud skalaarkorrutis

<f9>= [ r@gt)

Funktsioone f ja g nimetatakse ortogonaalseteks kui < f,g >= 0.
Leida ka ortonormeeritud baas.
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Lahendus. Olgu

2m — 1)z
2L

(2n — )mx

=12..), ¥, = si
(m=1,2,.), Wn(e) =sin T

U, (z) = sin

Arvutame skalaarkorrutise

L
< Up(z),Up(x) >= / sin (2m = Dz sin (2n = Dz dz.
0

2L 2L

Kasutame trigonomeetrilist seost
1
sinasin 8 = i(cos(a — B) —cos(a+ B))

(2m — 2n)mx (2m + 2n — 2)7wz

L
1
U (2), Up(2) >= = _ _
< (x) (z) > 2/0 [cos 5T cos 5T }dm

1 2L . (2m — 2n)mx |F 2L . (2m +2n — 2)7x

T2l@m 2T 2L o @m+t2n_2mo" 2L

Seega funktsioonid on ortogonaalsed. Kui n = m, siis skalaarkorrutis on

2n —

L
_ 2 (
< Wp(z), Up(z) >= /0 sin 5T dz.

Kasutame trigonomeetrilist seost

L

0

| =o.

L _ _ L
< Wy(z), Up(z) >= 1/ {17005 M] dx = L_ 2L sin 2(2n = )z
T
0

2 2L

Ortonormeeritud baas on
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2.5. Afiinne ruum

Mittetiihja hulka A nimetatakse afiinseks ruumiks kui sellega on seotud vektorruum
V ja kujutus
7 AxAV, (AB)—s (A B)=a=AB
nii, et kehtivad jargmised tingimused:
1° iga A€ A jaigaac€Vleidub B € A, nii et 7(4,B) =a
2° iga A, B,C € A kehtib vordus zﬁ + B? = ﬁ

Hulga A elemente nimetatakse punktideks ja sellega seotud vektorruumi V
nimetatakse afiinse ruumi sihiruumiks.

Afiinset ruumi A,, nimetatakse n-mootmeliseks, kui selle sihiruumiks on n-modtmeline
vektorruum V,,.

Hulka R = {O, e1, ez, ...,e,}, mis koosneb afiinse ruumi mingist punktist O ja
sihiruumi V,, baasist ei, eg, ..., e,, nimetatakse reeperiks. Reeper méaérab affinses
ruumis koordinaatide siisteemi, mille alguspunktiks on punkt O ja koordinaattelgedeks
on alguspunkti ldbivad baasivektorite sihilised sirged.

Reeperi R punkti O ja punkti X iithendavat vektorit 075 nimetatkase punkti X
kohavektoriks. Punkti X koordinaatideks reeperi SR suhtes nimetatakse selle

kohavektori x = OX koordinaate sihiruumi baasi suhtes, so
X =2x1€1 + 2282+ ...+ Tpen & X(z1,T2,...,Tn).

Rakendades afiinse ruumi punktist Xo vektorit s, siis afiinse ruumi tingimuse 1° tottu
satume iiheselt madratud punkti X, et

O)(o—l—s:(ﬁ2 ehk X0 + 8 = X,

kus xo ja x on vastavalt punktide Xy ja X kohavektorid. Asendades viimases vektori s
kollineaarse vektoriga ts saame

x=x0+ts, kus teR. (2.24)

Vérrand (2.24) on vektorvérrand sirgele, millel on punkt X ja sihivektor vektor s.
Reaalarvu t nimetatakse sirge parameetriks. Joonisel 2.12 on kujutatud afiinse ruumi
Ay reeper R = {0, e1, ez} ja vorrandiga (2.24) méaaratud sirge.

Afiinset ruumi, mille sihiruumiks on eukleidilne vektorruum®

eukleidiliseks punktiruumiks.

, nimetataksese

Afiinses ruumis saame lahendada tilesandeid, mis on seotud ruumi punktide paigutuse
ja punktidega seotud sihiruumi vektorite lineaarse s6ltuvuse ja soltumatusega. Sellised
on niiteks loikude paralleelsuse ja kujundite sarnasusega seotud {iilesanded.

Vektorruumi nimetatakse eukleidiliseks, kui selles on defineeritud vektorite skalaar-
korrutamine. See véimaldab defineerida meetrika, so pikkused, nurgad, pindalad, ruum-
alad jne.



2.5. Afiinne ruum 215

€

Joonis 2.12: Sirge afiinses ruumis A2 ehk afiinsel tasandil

Kokkuvotlikult voime Oelda, et afiinses ruumis ei ole mootmist.

Ul 2.39. Konstruktsioonelemendi tasandilisel 16ikel on punkt
P(3, 4), millega on seotud pingevektor dp = (5, —2) MPa. Loike
punktis Q(7, 10) on pingevektor 6o = (9,0) MPa. Leidke punktide
P ja @ vaheline pingevektor & kui on teda, et pinge muutub lineaar-
selt. Arvutage pingevektori koordinaadid punktis R(5, 7).%

?Afiinses ruumis puudub meetrika, siis siin mootithikuid ei ole olulised.
Lahendus. Afiinses ruumis on eespool toodud viisil seotud punktid ja vektorid. Olgu

punkti P kohavektor p = (ﬁ ja punkti @ kohavektor ¢ = (ﬁ Siis punkte P ja Q
ithendav vektor
PO=q-7

Olgu 16iku PQ kuuluvate punktide kohavektor Z, siis vorrandi (2.24) pdhjal
F=p+ANT—P) = (1-NF-Aq, (2.25)
kus reaalarvuline parameeter A € [0, 1].

Kui vektorvairtus (nt pinge) muutub punktide vahel lineaarselt, siis vahepealses
punktis kehtib
(?Z(l—A)é"p—F)vEQ.

Vastavalt iilesandele tingimustele on punktide P ja @ vaheline suunavektor on
QP =7—p=(7—3,10—4) = (4, 6).
Leiame punktile R vastava parameetri A vddrtuse. Selleks kasutame vorrandit (2.25)

(5,7) = (3, 4) + A4, 6) = (2 + 4\, 4 + 6)),



216 2. peatiikk. Lineaaralgebra

millest jareldub, et A = 0.5 ja punkt R on 16igu PQ keskpunkt. Pingevektor punktis R
Gdr=(1—-XNdp+A-dg=0.5-(5-2)4+0.5-(9,0) = (7, —1).

Vastus: Pingevektori koordinaadid punktis R on or = (7, —1).

U1 2.40. Ql)gu afiinse ruumi punktide A ja B kohavektorid vasta-
valt a = OA ja b = OB, kus O on afiinse koordinaatide siisteemi
zﬁ}lspunkt. Oeldakse, et punkt M jagab 16iku AB suhtes A kui
AM = )\m . Leida punkti M kohavektor.

Lahendus. Olgu otsitava punkti M kohavektor m = OM.

0

Kolmnurga reegli pohjal voime kirjutada
OA+AM =OM ja OM+ MB=O0B
ehk N
a+AM =m ja m+M§:b,

Viimasest leiame, et .
AM =m—b ja M§:b—m.

— 7B
Kasutades 16igu AB jagamise tingimust AM = AM B, saame

m—-b=Xb-m) = (1+Am=a+Xb

ehk 1
= Ab). 2.2
m T )\(a + Ab) (2.26)
Erijuhul, kui A = 1, saame 16igu AB keskpunkti kohavektori
1
m = i(a—i—b). (2.27)

Vastus: Punkt M, mille kohavektor on (2.26), jagab 16iku AB suhtes A.
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Ul 2.41. On antud kolmnurk ABC. Punkt M jagab kolmnurga

BM A —
kiilge BC' suhtes A : p, st e Avaldada vektor AM vektorite
u
a= A§ jab= A(2 lineaarse kombinatatsioonina.

Lahendus. Kuna punkt M jagab kiilge BC' suhtes A : p, siis

é‘ﬁ:%m.

AM —a+BM ja AM =b— MC.

Leiame vektori M( 2

a+im:bfm = (5+1>W:b—a = W:L(bfa).
Iz % A+ p

Lopuks saame

— I -— m A
AM =b— ——(b — = AM=— —b.
/\+u( a) /\+ua+)\+u

Mairkus. Kasutates valemit (2.26) jouaksime sama tulemuseni, sest siis kolmnuga tipp
A oleks afiinse koordinaatide siisteemi alguspunktiks.

H a-l—ib.

Vastus: Otsitav lineaarkombinatsioon Xz\? =
A p At
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Ul 2.42. Téestada, et:

1) 1oikudel, mis ithendavad tetraeedri vastastikuste servade kesk-
punkte, on iihine 16ikepunkt ja see punkt jagab need loigud
pooleks;

2) see punkt on samuti iihine 16ikudele, mis ithendavad tetraeedri
tippe vastastikuste tahkude raskuskeskmetega, kusjuures see
16ikepunkt jagab need 16igud suhtes 3 : 1, lugedes tetraeedri
tipust.

Lahendus. Olgu O afiinse ruumi koordinaatidesiisteemi alguspunkt?. Tahistame
tetraeedri ABCD tippude kohavektorieid jargmiselt:

ﬁ:rl, O?II‘Q7 5821‘3, O?:m.

B
1) Olgu E ja F servade AB ja CD keskpunktid ning M 16igu E'F keskpunkt. Siis
valemite (2.27) pohjal
O? =TgEg — It rs

2
O*}?‘ZI‘F‘:#,
O—]\>/[:rM:rE;_rF :I'1+I‘2;|l-r3+r4.

Avaldise rys simmeetriast vektorite ri,ro, rs, r4 suhtes, mis lahtuvad punktist
O tetraeedri tippudesse, jareldame, et punkt M on ka kahe teise vastastikuste
servapaaride keskpunkte ithendavate loikude keskpunkt.

2) Olgu K kolmnurga ABC mediaanide 16ikepunkt. Siis selle kohavektor on

O—f%:I‘K:é(I‘l +r2+1‘3).

?Koordinaatide algusunktiks O véib olla afiinse ruumi suvaline punkt.
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T éihistani G-ga suunatud 16igu DK punkti, mis jagab selle suhtes 3 : 1. Seega
ﬁ = 3G K ja punkti G kohavektori OG = r¢ leidmiseks saame kasutada
valemit (2.26), milles a = r4, b = rx ning A = 3, seega

1
rg = Z(I‘4 =+ 31‘}().
Nitd leiame, et

1 1 1
rg = Z(m +3- §(r1 134 13)) = Z(n T2+ r3+14). (2.28)
Viimasest ndeme, et punktis G 16ikuvad koik neeed 16igud, mis tthendavad
tetraeedri tippe vastastahkude raskuskeskmetega ja see langeb kokku eelnavalt
leitud punktiga M.

Kui teraeeder on iihtlase massijaotusega keha, siis selle raskuskekskme G
kohavevektor on leitav valemiga (2.28).
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2.6. Sirged ja tasandid

Ul 2.43. Tasandil 2z — 3y + 32 — 17 = 0 leida niisugune punkt
P, mille kauguste summa punktidest A(3, —4, 7) ja B(—5,—14,17)
oleks minimaalne.

Lahendus. Kbigepealt uurime, kuidas need punktid tasandi suhtes paiknevad. Selleks,
asetame punktide koordinaadid tasandi vorrandisse

A = 2:3-3-(-4)+43-7-17=22>0

B = 2.(-5)—-3-(-14)+3-17-17=66>0

Tasand jagab ruumi kaheks poolruumiks ja need punktid on samas pooruumis, sest
molemal juhul saime sama maérgiga vorratuse.

Juhul, kui need punktid oleksid erinevates poolruumides, siis otsitav punkt P on sirge
AB ja tasandi 16ikepunkt.

. 1 B
d, + d, — min

Joonis 2.13: Minimaalne kauguste summa

Sellise olukorra tekitamiseks leiame iihe punkti, nditeks punktiga A, siimmeetrilise
punkti tasandi suhtes. Koostame koigepealt vorrandi sirgele, mis 1abi punkti A ja on
risti tasandiga, so punkti A projekteeriva sirge vorrandi

r= 342,
y=—4—3t,
z= T+ 3t.

Leiame selle sirge ja tasandi 16ikepunkti
234+2t) —3(—4—-3t) +3(7+3t) —17=0 = 22422t=0 = t=-1.

Jarelikult, projekteerival sirgel, punktiga A siimmeetriline punkt A’ vastab
parameetri vadrtusele ¢ = —2. Seega

A/(_17 27 1)
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ning sirge A’ B sihivektor 5 on kollineaarne vektoriga
/
A'B = (—4,-16,16) = §=(1,4,-4).

Sirge A’ B parameetrilsed vérrandid on

r=—-1+ 1t
y= 244t
z= 1—4t.

Otsitav punkt P on selle sirge ja tasandi 16ikepunkt
2—1+41)—32+4t)+3(1—4t)—17=0 = —22-22=0 = t=—1,
millest P(—2,—-2,5).

Vastus: Otsitav punkt on P(—2,—2,5).

Ul 2.44. Tasandil 2z + 3y — 42z — 15 = 0 leida niisugune punkt
P, mille kauguste vahe absoluutvidrtus punktidest A(5, 2, —7) ja
B(7, —25, 10) oleks maksimaalne.

Lahendus. Kbigepealt uurime, kuidas need punktid tasandi suhtes paiknevad. Selleks,
asetame punktide koordinaadid tasandi vorrandisse

A = 2:543:2-4-(-7)—-15=29>0

B = 2.743-(-25)—4-10—-15=-116<0

Tasand jagab ruumi kaheks poolruumiks ja need punktid on erinevates poolruumides,
sest molemal juhul saime erinava mérgiga vorratuse.

dy 4

Joonis 2.14: Maksimaalne kauguste vahe, dy = AP ja do = BP.
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Peegeldame punkti A punktiga B samasse poolruumi, so leiame punktiga A
siimmeetrilise punkti tasandi suhtes. Siimmeetriline punkt A" asub projekteerival sirgel

= 542t
2 + 3t,
= —7— 4t

[N IS

Leiame selle sirge ja tasandi 16ikepunkti
2564+2t) +3(2+3t) —4(—7—4t)—15=0 = 29+429t=0 = t=-1.

Jarelikult, projekteerival sirgel, punktiga A siimmeetriline punkt A’, vastab
parameetri vddrtusele t = —2. Seega

A'(1, -4, 1)
ning sirge A’ B sihivektor 5 on kollineaarne vektoriga
h -
A'B=(6,-21,9) = §=1(2, -7, 3).
Sirge A’ B parameetrilsed vorrandid on

r= 142t
y=—-4-"Tt,
z= 143t

Otsitav punkt P on selle sirge ja tasandi 16ikepunkt®
20+2t) +3(—4—-Tt) —4(1+3t) —15=0 = —-29t—29=0 = t=-1,
millest P(—1, 3, —2).

Mairkus. Punkti P saaksime ka siis, kui projekteeriksime punkti B punktiga A
samasse poolruumi. Kontrollige!

Vastus: Otsitav punkt on P(—1, 3, —2).

3Kolmnurga vorratusest jareldub, et iilesandes kirjeldatud vahe on masksimaalne
siis, kui punktid A, B ja P on iihel sirgel ning see on vordne 16igu AB pikkusega, so
|AP — BP| = AB.
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Ul 2.45. Linnapiirkonnas on vaja transportida pikemat konstrukt-
sioonielementi. Transpordiks planeeritud tee kulgeb labi 90° p6oérde-
ga kitseneva tédnavaldigu, kus 18 m laiune ténav ldheb {ile 10 m laiu-
seks tdnavaks (vt joonis 2.15). Tanava laiuse all on moeldud téna-
va reaalset laiust, millest iile transporditav konstruktsioonielement
minna ei saa. Transpordi planeerimiseks oleks vaja leida detaili mak-
simaalne teoreetilist pikkus, et detailide valmistamisel saaks arvesta-
da transpordipikkusele esitatavete piirangutega. Detaile transpordi-
takse spetsiaalsete transpordiplatvormiga, mis voimaldavad sujuvat
liikkumist koikides suundades.

110m

\
1
1
1
1
1
1
! N
I N
1 7/
sisekiilg ! ,/
'y,
s
/4
s
ya 1
L=? 4
18 l ’, I
"l . |
v,
/.
Y~ -
N
valiskiilg

Joonis 2.15: Tanava poore

Lahendus. Tegemist on optimeerimisiilesandega, millele esitame kaks lahendust.

A) Koige kriitilisem hetk on téendoliselt siis, kui konstruktsiooni keskosa puutub
kokku tdnava poorde sisekiiljel oleva nurgaga B ja konstruktsiooni otsad vastavalt
tédnava poorde viliskiiljel olevate punktidega A ja C (vt joonis 2.16).

Vaatame koiki sirgeid 16ike, mis algavad laiema ténava véiliskiiljelt, ldbivad punkti B
ja lopevad kitsama tédnava valiskiiljel. Sellisel juhul on kdoige lithem 16ik AB see, mis
maédrab ara transporditava detaili maksimaalse pikkuse. Seega on vaja leida seos 16igu
asendi ja 16igu pikkuse vahel ning leida sellest seosest 16igu minimaalne pikkus.

Valime 16igu asendi méédramiseks parameetri s ja hakkame seda md6tma
koordinaatide alguspunktist, mis on péérdekoha sisenurgast nihutatud kaugusele Xj.

Maégrame 16igu AC pikkuse vektori abil. Vektor peab olema sellise sihiga, et see ldbiks
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\
H,=10m
Cmin
A
4
y L 4
sisekiilg ,’//
’.7C
N 72
Xo ~7|B
3 -,
S
= s I \
- ’
- b 7
& Al e Jamin N\ *
N
N N\
véliskiilg

Joonis 2.16: Tanava poore

alati punkti B. Selleks médrame esmalt punktide A ja B koordinaadid. Need on
A(s, 0) ja B(Xo, H1),
seega neid punkte tthendava vektori koordinaadid on
AB = (Xo — s, Hy).

Vektorid f@ ja ﬁ on kollineaarsesd, st 1@ = /\E. Teisiti 6eldes, punktid A, B ja
C' asuvad alati tihel sirgel. Punkti C' koordinaadid on

C(Xo + HQ, yc) ja ﬁ = (Xo + HQ — S, yc).
Kollineaarsuse néude tottu

XO+H2—S_&

X Hy — ) =ANXo—s, H hk = =,
(Xo+ Ha2 — s, ye) (Xo—s, H1) e Xo_s 0
sest kollineaarsete vetorite koordinaadid on vordelised.
Valime vordeteguriks
)\ _ XO —|— H2 — S
- X() — S ’
siis saame vektori R koordinaadid
Xo+ Hs — s
z@ = ﬁ(XO — S, Hl).
Leiame vektori R pikkuse
Xo+ Hs —
Lac(s) = 20t 275 /X — 52 1 12, (2.29)

X()*S
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mis on parameetri s funktsioon.

Vektori R lithim pikkus, ehk funktsiooni Lac(s) minimaalne vddrtus, annabki
konstruktsiooni maksimaalse pikkuse, mida on v6imalik péérdekohast 1abi
transportida.

Joonisel 2.18 on esitatud graafik, kus on kujutatud vektori 1@ pikkus parameetri s
funktsioonina. Graafikult on nédha, et eksisteerib miinimumpunkt ja selle vaédrtus tuleb
pisut alla 40 m.

100
80 f .

60 - |

40}
20k ]

—

-20F ]

Vektori pikkus [m]

-40F ]

40 50 60 70 80 90 100

Parameeter s [m]

Joonis 2.17: Funktsiooni Lac(s) graafik

Leiame minimaalse vektori pikkuse ka analiiiitiliselt. Selleks votame vektori pikkusest
tuletise parameetri s jargi ja vordsustame selle nulliga.

d - d (Xo+ Ho — s B B
ZELAC“)_tu( Xo— s ) (o =P+ Hit
X0+H2—S d P} 2\
2t (Vo =P+ HE ) =
_ (1) (Xo—s)+ (Xo+ Ha—5)- (1) CRNTE)
= Xo — )2 (Xo )2+ Hi +
XOJFHQ_S. (X()*S)'(*l)
Xo—s (Xo — 5)2 + H2

4
ds

—1 X0+H27S
Xo—s (X0—8)2

X0+H2*8
(Xo — s)2 + H?

LAc(s):( ) (Xo —s)2 4 H2 —
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d (Xo —s)? + H} Xo+Hz—s
a (Xo—9?  /(Xo_s2+HZ
Hy(Xo — s)° + HoHY — (Xo + Hz — 8)(Xo — 5)°
a (Xo — 5)2y/(Xo — )2 + H? a
(Hz — Xo — Ha + 8)(Xo — 8)> + HoHY
(Xo — 5)21/(Xo — 8)2 + H? a
—(Xo — 8)* + H2H?

T (Xo— )2/ (Xo— 52 + HY

Funktsiooni Lac(s) minimaalse vidrtuse leidmiseks tuleb lahendada vorrand

— Xo)® 4+ HoH?
iLAC(S) = (s 0) + HaHi =0
ds (Xo — 8)21/(Xo — 5)2 + H?

Viimase murru lugeja peab olema vordne nulliga ja parameetri s médramiseks saame
kuupvorrandi
s —3Xos® +3X3s+ H.H? — X8 =o. (2.30)

Kuupvorrandi (2.30) analiiitiliseks tuleb sellest ellimineerida ruutliige. Selleks
kasutame Tschirnhausi teisendust

s=t =t+ Xo.

_ —=3Xo
3
Teostame kuupvérrandis muutujate vahetuse
(t+ Xo)® — 3Xo(t + Xo)? + 3X3(t + Xo) + HoHi — X =0,

millest parast lihtsustamist saame

t* + HoHi = 0.
Saadud kuupvorrandi ainus reaalarvuline lahend on

t=—{/HH},
millest parast tagasi asendamist saame parameetri s otsitava viartuse

s = Xo — {’/?Hf .

Tuletatud valemist (2.29) saame leida otsitava vektori pikkuse

Hy + {/HyH? 2

Kasutades iilesande algandmeid, saame

10 + /10 - 182 - 2
Lac = jL (6/10 . 182) +182 ~ 39.05m.
10 - 182
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C
h
B o
H:
H:
s
A A B'

Joonis 2.18: Ténava pdore

B) Esitame niiiid selle {ilesande teise lahenduse. Selleks valime koodrdinaatide
alguspunktiks punkti B (vt joonis 2.16 ja 2.18).

Siis punkti A koodinaadid on A(—s, —H1), seega E = (s, H1). Kuna vektorid z@ ja
ﬁ on kollineaarsed?, so

AC=)AB = AC=1°% HQ?.
Vektori zﬁ pikkus on |xﬁ| = /52 + H?, seega vektori E pikkuseks saame
ac =t i = (14 2) e a

Miinimumpunkti leidmiseks leiame vektori zﬁ pikkuse avaldisest tuletise parameetri s
jargi:

j((1+ﬁ)\/sz+H§>: s 2+H?+(1+Hz)$:
s 52 2

S S2+H12

 —Ho(s*+ H7)+s*(s+ H1) —s°Hy — HoHi +8° +8°Hy  s® — HyHY

s24/s? + H} s2y/s2 4+ H} _82\/52+H12'

Kriitilisteks punktideks on s =0 ja s = {/H2H?.

Kui s = {/H>H?, siis on vektori B pikkuseks

|ﬁ\_(1+ >\/3H2H4+H2 \/?“L\/i\/\/ﬁ H: + {/H?)

3H2

:(3H22+3H12) {/HZ+ /H (H2+ )

4Vordeteguri X leidmiseks voib kasutada sarnaseid kolmnurki AA’B, BC'C ja AB'C.
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Seega
3
Lac = |AC| = (3/1{12 43 H22> ? (2.32)

Kasutades iilesande algandmeid, saame

wjo

Lac = (\/3 182 + ¥/ 102) ~ 39.05m.
Tdestada, et erineval viisil leitud valemid (2.31) ja (2.32) on samavéirsed.

Vastus: Teoreetiliselt on selle tdnavapoorde kaudu véimalik transportida 39 m pikkust
konstruktsioonielementi, eeldades, et elemendi laius on minimaalne.

Ul 2.46. Tallinnasse on vaja paigaldada péikesepaneel nii, et see
oleks suunatud paikese poole 22. detsembri keskpédeval. Arvutage
péikese suunavektor ning paikesepaneeli tasandi vorrand kui 22. det-
sembril on péikese korgusnurk 6 ~ 7.12°.

Lahendus. Asimuut A arvestatakse tavaliselt pdhjasuunast péaripdeva. Kuna
keskpéeval asub péike lounasuunas, siis A = 180°*"°.

Suunavektori koordinaate saame arvutada valemitega, kus z-telg on suunatud itta,
y-telg pohja ja z-telg tiles:

x =cosfsinA= 0,
y = cosfcos A =—0,992,
z =sin6 = 0,124.

Koordinaatide alguspunkti (paneeli keskpunkti) labiva tasandi vorrand on
ar+by+cz=0,

kus kordajad a, b, c on tasandi normaalvektori koordinaadid. Piikesele suunatud
vektor peab olema risti pédikepaneeli tasandiga, siis

0-2—-0,992y+0,1242z =0,

ehk
z=28y.

Vastus: Paikesepaneeliga seotud koordinaatide slisteemis on paneeli tasapinna vorrand
z=28y.
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Ul 2.47. Tala ristléike méotmed on b = 6 cm ja h = 10 cm. Ristloi-
kes mojuvad paindemomendid M, = 2.0 kNm ja M, = —4.0 kNm.
Pinge ristloike erinevates punktides kahele paindemomendile moju-
va koormuse korral avaldub jargmiselt

M,y  My-z
U(y7 Z) - IZ + Iy )
. : : bh? hb? . :
kus inertsimomendid I, = 1= jal, = 1 Arvuta pinge nulljoon

(sirge, kus 0 = 0) ja minimaalsed ning maksimaalsed pinged rist16i-
kes.

——

Lahendus. Leiame inertsimomendid

_br® _ 6-10°
Y712 T 12

h®  10-6°
=500cm®*, I,=-— =
“ms 12 12

=180 cm®.

Pinge nulljoone leidmiseks peame leidma ristloikes kaks punkti, mil o = 0. Valime
y=3cm
M,-3 My-z 4-3 2.

. 4
yz2_ 23 —0— 2 =16.67cm.
. T, 180 Ts00 V7 o

0(3,2) =

Sirge ldbi nende kahe punkti jaotab pingetasandi negatiivseks ja positiivseks osaks.

Joonest kdige kaugemates ristldike punktides (-3,5) ja (3,-5) tekivad ekstremaalsed

pinged

(—4000) - (—=0.03) 2000 - 0.05
180 - 108 500-10-8

(—4000) - 0.03 = 2000 - (—0.05)
180-10-8 500 - 10—8

o(=3,5) = = 86.67 - 10° Pa = 86.67 MPa.

= —86.67 - 10° Pa = —86.67 MPa.

o(3, =5) =
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-86.67 MPa
86.67 MPa
o
S
y 2
- @
£
Q
il
Yz
2.6.1. Jousiisteemi taandamine ja selle tsentraaltelg

Kehale m&juvat joudude kogumit nimetatakse jousiisteemiks (JS). Joudude toimel
voib keha liikuda kiirendusega, poorelda nurkkiirendusega ja erijuhul piisida
tasakaalus ja paigal. Joud ja jou poérav méju ehk moment on vektorsuurused.
Formaalselt on jaiga keha mehaanikas joud “libisev vektor”, st joudu voib lugeda
rakendatuks oma méojusirge mis tahes punkti. Momentvektor on vabavektor: seda voib

lugeda rakendatuks keha mis tahes punkti.

Teisendusreegel: soovides mingisse punkti rakendatud joudu teisendada paralleelselt
oma mojusirgega uude punkti tuleb arvestada jou momendiga uue punkti suhtes.

Mainitud omaduste ja jou teisendusreegli abil saab n’ist joust koosneva JS’i taandada
mingisse punkti O, nii tekib n momenti selle punkti suhtes ja sinna on rakendatud n
joudu. Uhte punkti rakendatud n joudu voib kokku liita ja asendada summarse

jouvektoriga, mida nimetatakse JS’i peavektoriks:
R=)F,
=1

Samal moel v6ib punktis O méjuvad n momenti kokku liita ja saadud summarset

momenti nimetatakse peamomendiks:

Mo = Z MOz(Fz)
i=1

Jousiisteemi invariandid.
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Taandades sedasi JS’i ruumi erinevatesse punktidesse tekib kiisimus, kas leidub
mingeid JS’i iseloomustavaid suuruseid, mis ei s6ltu taandamispunkti valikust ehk mis
on JS’i invariandid?

Imselt peavektor R on JS'i invariant, sest vektorite summa » " | F; ei ole seotud
taandamispunkti valikuga.

Kuidas on lood peamomendiga? Vaatleme kahte taandamispunkti O ja O’.

Punktis O:
n
Mo = ZI‘Z‘ X F,‘
i=1
Punktis O':
Mo/ = Zri X Fz =

i=1

n n

:irixFi—ZrXFi:Mo—erFi:Mo—rxzn:FizMo—er.
=1

i=1 =1 i=1

Seega Mo # Mo/ ja jarelikult peamoment ei ole invariantne, sest soltub
taandamispunkti valikust.

Leiame vektori Mo = Mo — r X R projektsiooni peavektori R suunal. Selleks
arvutame skalaarkorrutise

Mo - R=(Mo—-rxR)-R = My -R=Mo: R,
sest vektorid r X R ja R on ristuvad. Jarelikult skalaarkorrutis Mo/ - R = Mo - R.

Arvutame peamomendi Mg projektsiooni M™* peavektori R suunale

Mo-R My R
R R

M* =prgMo = = prrMo-.

Jarelikult peamomendi My projektsiooni M* peavektori R suunale on invariantne,
sest see ei soltu taandamispunkti valikust.

Seega JS’i invariandid on R ja M™.

Joukruvi ehk diinaam.

Olgu JS taandatud mingisse punkti O peavektoriga R ja peamomendiga Mo.
Uldjuhul R }f Mo.
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Peamomendi projektsioon peavektori suu-
nal
M, R

M* =
IR|

= My cos a.
Lahutame peamomendi kaheks ristkom-
ponendiks:

Mo =M"+M,

kus M™ on invariantne osa ja M on taan-
dumispunktist soltuv peavektoriga R ris-
tuv osa.

! Selgitame, kas leidub selline punkt O’ nii,
et

) M=0 < Mo =M* ja Mo ||R?

|

W= Otsitav punkt O’ saab olla sirgel, mis libib
punkti O ja on risti vektoritega Mo ja R
ristuva tasapinnaga.

Punkti O’ asukoht sellel sirgel méiratak-
se tingimusega, et peavektori R moment
punkti O" suhtes on vordvastupidine vek-
toriga M.

7

| tsentraaltelg
1

Taandades peavektori R punktist O punkti O, tuleb juurde arvestada moment

00’ x R = —M. Peamomendi vektorit Mo voime rakendada punktist O’, sest
moment on vabavektor. Summaarne moment punktis O’ on

Mo =Mo-M=M"+M-M=M".

Niiiid oleme on JS taandanud punkti O’ peavektoriga R. ja peamomendiga M* ning
neil on ithine mojusirge, mida nimetatakse tsentraalteljeks. Seejuures on M*
mooduli poolest vihim voimalik peamoment.

Tsentraaltelje vorrand.

Eelneva pohjal kirjutame Mg = M* = Mo — r X R. Kuna vektorid M* ja R
samasihilised ehk kollineaarsed, siis leidub skalaar p nii, et

M* = pR, (2.33)

kus konstanti p nimetatakse joukruvi parameetriks, mille moo6tiithik on meeter. Kui
p > 0, siis on vektorid M* ja R samasuunalised; kui p < 0, on M* ja R
vastasuunalised. Seega

pR=Mop—-r xR. (2.34)
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Avaldame viimases avaldises olevad vektorid koordinaattelgede suunaliste
ithikvektorite i, j ja k ehk baasivektorite lineaarse kombinatsioonina

R = R.i+ Ryj+ R.k,
Mo = Mogi+ Moyj+ Mo:k,
r =zi+yj+ zk.

Kirjutame tingimuse (2.34) vélja koordinaatkujul

i j ok
p(Rei+ Ryj+ R.k) = (Mosi+ Moyj+ Mo:-k) — | Y z|.
R:. Ry R.

Vordsustame vasakul ja paremal pool olevad baasivektorite kordajad

pR. = Moy — (yR. — zRy),
pRy = MOy + (-TRz — ZR:C)7
pR. = Mo, — (zRy — yRy),

Avaldame igast vorrandist parameetri p, siis saame vérdused

Mo, — (yR. — zRy) _ Moy + (2R: —xR.) _ Mo. — (xRy — yR.)
R, - R, N R.

=p,  (2.35)

mis ongi tsentraaltelje vorrand. Kasutades seoses (2.33) vektorite pikkusi, saame
joukruvi parameetri p avaldada kujul

p= =2 = (2.36)

Ul 2.48. Taandada joonisel 2.19 kujutatud JS koordinaatide algus-
punkti O, médrates peavektori R ja peamomendi M.

Markus. Mugavama kujutamise huvides on jouvektor teoreetilises mehaanikas
kujutatud oma rakenduspunktis kas ,sabaga” rakendatult v6i noole otsaga.

Lahendus. Peavektori projektsioonid on koéigi JS’i teljesuunaliste projektsioonide
summa:

Ry = Z?:l Fia,
Ry = ?:1 Fiya
R. =300, Fie.

Peavektori suurus ehk moodul R = y/R2 + R2 + RZ.
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Z,my
3 kN
5
4 kN
2 kN
1 kN
0 =
7 y.m
11 kN 8 kN
10
X, m 5 kN

Joonis 2.19: Jousiisteem

Samuti pemomendi projektsioonid on JS jéudude momentide projektsioonide summad
punkti O labivate koordinaattelgede suhtes:

Moz =Y | Miox,
Moy =37\, Mioy,
Mo = Z:-l:l Mio-.

Peamomendi suurus ehk moodul Mo = \/Mgz + ng + M3,.

Jou momendi projektsiooni mérgi maiarab parema kée kruvireegel: kui jou poorav
moju iimber telje on suunas, kus parema kée kruvi liigub telje positiivses suunas, siis
on projektsioon positiivne, vastassuunas pdorav suund on negatiivne projektsioon. Kui
jouvektor ja telg jadvad iihisesse tasapinna (neist saab mottes iihise tasapinna labi
panna), siis sellise jou moment telje suhtes on null.

Peavektor:
R, =2—-4=—-2kN,
R, =5+1—-3=3kN,
R, =8—11=—-3kN.

Peavektori moodul R = \/(—2)2 + 324 (—3)2 = v22 = 4.69kN.
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Peamoment:
Moz =8-7+3-5="71kN -m,
Moy =-8-10—4-54+2-54+11-10 =20kN - m,
Mo.=5-104+4-7="78kN -m.

Peamomendi moodul Mo = /712 + 202 + 782 = 5/461 ~ 107.35kN.

Vektorid R ja Mo rakendatud koordinaatide alguspunktist O (vt joonis 2.20).

Z, m4
R., kN

Joonis 2.20: Taandatud jousiisteem

Vastus: Peavektor R = (-2, 3, —3) ja peamoment Mo = (71, 20, 78).

Ul 2.49. Mairata joonisel 2.19 kujutatud JS tsenraaltelje asukoht,
millel JS taandub diinaamiks peavektoriga R ja peamomendiga M*.

Markus. Mugavama kujutamise huvides on jouvektor teoreetilises mehaanikas
kujutatud oma rakenduspunktis kas ,sabaga” rakendatult v&i noole otsaga.

Lahendus. Kasutame iilesandes 2.48 leitud jousiisteemi peavektorit ja peamomenti

R=(-23, -3) ja Mo = (71,20, 78).
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Tsentraaltelje vorrandi leidmiseks arvutame valemist (2.36) M™ ja tsentraaltelje
parameetri p:

yr oMo R _T1:(=2)+20-2+78(-3) :_158\/Ez_67_37kN.m

R V(=22 + 32 4 (-3)?
M* 158
p i) 1 36 m

Nuiid saame vélja kirjutada tsentraaltelje vorrandi (2.35):

71— (y-(=3)—z3) :20+(z~(—2)—m-(—3)) :78—(m-3—y-(—2)) _ 15

-2 3 -3 T
Neist kolmest vordusest saame lineaarse vorrandsiisteemini:
3y+3z= —%kNmn

—3z+2z=-22kN.m

3z +2y = %kN-m

Sellest vorrandisiisteemist saame leida tsentraaltelje 16ikepunktid
koordinaatasanditega, so punktid A(za, =B, 0), B(zs, 0, z8) ja C(0, yc, zc).

A 2=0 za=%~21.03m ya=-222~-14.09m
B: y=0 zp=+2~1164m zp=-+D ~-14.09m
C: 2=0 yo=42~1745m zc=-37~-31.55m

Jarelikult tsentraaltelje punktid on

694 155 128 155 192 347
A(%2 1o B2 o —22) LEE LAY
(33’ 11’0)’ (11’0’ 11) & C(O’ 11 11)

Leitud kolm punkt asuvad téepoolest iihel sirgel, sest vekorid E ja A—Cz' on

kollineaarsed, sest
E X B =0.

Tsentraaltelje sihivektoriks s v6ime valida vektoriga E kollineaarse vektori, seega

AB = (—%,%7—%) =  s= (62,93, —93).
Niitid saame kirjutada vélja tsentraaltelje parameetrilised vorrandid
x =62t + 524,
y= 93— 13
z = —93t.

Arvutatud punktid tihes neid ldbiva tsentraaltelje ja sellel joukruviks taanduva
jousiisteemiga on kujutatud alltoodud joonisel.
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-31,55

Joonis 2.21: Tsentraaltelg ja joukruviks taanduv jousiisteem

1LY

1-14,09

R=4,69 kN

R, kN
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2.7. Teist jarku jooned ja pinnad

U1 2.50. Kahe posti vahele on paigaldatud kérgpingeliin. Postide
vaheline kaugus [ = 50 m ning iithe meetri kaabli mass on 10 kg.

Kahest otsast kinnitatud kaabel vétab tildjuhul aheljoone kuju, mi-
da zz-teljestikus kirjeldab vorand

z(x) = a(cosh% - 1),

kus kordaja a kirjeldab l&birippe suurust (vt joonis 2.22).
Kui labiripe on viike ja kaablile mojuvad ainult vertikaalkoormu-
sed (omakaal), siis rippuva kaabli tasakaalu kirjeldab lihtsustatud
diferentsiaalvorrand

d?z(x)

H T2 = —p(x), (2.37)

kus H on kaabli tombejou horisontaalprojektsioon, z(z) on rippuva
kaabli kuju ja p on kaablile méjuv ithtlane koormus (ithikud N/m).
1) Leidke funktsioon z(z), mis kirjeldab paindunud kaabli kuju.
2)  Kui suurt horisontaaljoudu H tuleb rakendada, et kaablit hoida
asendis, kus maksimaalne vajutus keset ava on z(25) = 0,5m?

Z(x)=a (cosh x/a-1)

16
14
12
10

8

6
4
2

-15 -10 -5 0 5 10 15

a=5

a=10

a=20

Joonis 2.22: Aheljooned
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Lahendus. Kaablile majub iithtlane koormus (omakaal), kusjuures igale kaabli
meetrile méjub koormus

p(z) =p=10-9,81N/m.

14

S AEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE NNy

e ‘ _______ -—

Kaabli kuju leidmiseks integreerime diferentsiaalvorrandit (2.37) kaks korda:

dz(x)

. =—px+Ch ja Hz(x):fgx2+01x+02.

2

Arvestades, et z(0) = 0, leiame, et Cz = 0. Kuna 2(l) = 0, siis

pl

P2
.y I = =B
5 +Cl 0 = Cl B

Seega kaabli kuju kirjeldab vorrand

mis on ruutparabool.

Leiame kaabli hoidmiseks vajaliku horisontaaljou H:

px _ ~98,1-25 _ - .
(l-2) =%+ 05 (50 — 25) = 61312,5N = 61,31 kN.

Vastus: Kaabli kuju kirjeldab ruutparabool z(z) = g—m (l — :c)
Ava keskel vajutuse 0,5 m hoidmiseks tuleb rakendada horisontaaljéudu H = 61, 31 kN.
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Ul 2.51. Kahe posti vahele on paigaldatud kérgpingeliin. Postide
vaheline kaugus | = 200m ning iithe meetri kaabli mass on 10 kg.
Teine post on paigaldatud 10 m madalamale kui esimene.
1) Leidke funktsioon z(z), mis kirjeldab paindunud kaabli kuju.
2) Leidke posti maksimaalne ldbiripe, kui tombejou
horisontaalprojektsioon on H = 50 kN.
Kahest otsast kinnitatud kaabel votab tildjuhul aheljoone kuju, mi-
da zz-teljestikus kirjeldab vorand

z(x) = a(coshg — 1),

kus kordaja a kirjeldab lébirippe suurust (vt joonis 2.22).
Kui labiripe on viike ja kaablile mojuvad ainult vertikaalkoormu-
sed (omakaal), siis rippuva kaabli tasakaalu kirjeldab lihtsustatud
diferentsiaalvorrand

d*z(x)

H T2 = —p(z), (2.38)

kus H on kaabli tombejou horisontaalprojektsioon, z(z) on rippuva
kaabli kuju ja p on kaablile méjuv ithtlane koormus (ithikud N/m).

Lahendus. Kaablile majub iihtlane koormus (omakaal), kusjuures igale kaabli
meetrile mojub koormus
p(z) =p=10-9,81 N/m.

p

(EEEEEEAEEEEEEREEEEEEEERNAR]

2(x) / H

V-

Kaabli kuju leidmiseks integreerime diferentsiaalvorrandit (2.38) kaks korda:

dz(z)
H dx

=-—-pr+Ci ja Hz(x):f§x2+C1x+C’2.
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Arvestades, et z(0) = 0, leiame, et C> = 0. Avaldame integreeimiskonstandi

2
Cr=——"7""—""—,

millest iilesande tingimuse z(200) = 10 korral leiame, et

50 - 103 .10 + 98,1-2002
Ci = 500 2 — =12310.

Seega kaabli kuju kirjeldab vorrand

p 2, Ch 2
=——z"4+—zr=-— + 0,2462
z(x) Y 7 0,00098z“ 4 0, 2462z
mis on ruutparabool.

Leiame kaabli suurima labirippe koha

dz

dx

Maksimaalne labiripe on

= —0,00196z + 0,2462 = 0 = z = 125,5m.

2(125,5) = 15,45 m.

Vastus: Horisontaalse tdmbejou 50 kN korral on maksimaalne labiripe 15,45 m.

U1 2.52. Hiiperboolne paraboloid ehk sadulpind on antud vérran-
diga
2 —y? = (2 — 2). (2.39)

1. Koostada pinna sadulpunkti X(0, 0, zg) ldbivate sirgjoonelis-
te moodustajate parameetrilised vorrandid.

2. Koostada selle sadulpinna parameetrilised vorrandid, kui pin-
na parameetrijoonteks on selle sirgjoonelised moodustajad.

Lahendus. 1. Pinna sirgjooneliste moodustajate leidmiseks lahutame pinna voérrandi
lineaartegurite korrutiseks

(@ +y) (@ —y) = (2 — 20).
Selle vorduse vasaku ja ja parema poole saame esitada lineaartegurite korrutiste
stisteemina kahel esineval viisil
L {A(w+y)=u6(zzo), T {A(mﬂ/):uc,
plz —y) = Ac.
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Nendes vorrandisiisteemides olevad vorrandid esitavad tasandeid ning nende
16ikejooneks on pinnal asuv sirge, so pinna sirgjooneline moodustaja. Seega
sadulpinnal on kaks sirgjooneliste moodustajate parve (2.40), kus A ja u on parve
parameetrid, mis ei ole korraga nullid.

Moodustajate parve (2.40) kuuluvate tasandite normaalvektorid on

mj; = ()\7 )\, 0)
my = (g, —p, —cA)

n; = (/\7 A —C/L)

I =
n; = (.U‘7 —H, O)

ja II: =

o A o—ep|l A —cp| |A A A T
n; X ng = <‘_,U/ 0 ) ‘,LL 0 ’,U/ _M‘> _( CLL Cl -, 2A1LL)
. A 0 A 0 A A 2 2
m1><m2—<‘_u el Ty —eal —M>_( cA”, e, 2>\u)

Esimese parve sihivektoriks s; voime votta vektoriga n; X ng kollineraase vektori

s1 = (c,u, cu, 2)\), (2.41)
sest p # 0.
Teise parve sihivektoriks so vGime votta vektoriga m; X ms kollineraase vektori
so=(cA, —cA, 2u), (2.42)

sest A # 0. Parve parameetrite A ja p viartuste leidmiseks kasutame asjaolu, et punkt
Xo0(0, 0, z0) peab olema parve kuuluval moodustajal. Parve vorranditest (2.40) leiame

I : = A=0 ja II e o u=o0
0= Ac 0=0

Leiame punkti Xo(0, 0, 20) ldbivate sirgjooneliste moodustajate sihivektorid. Esimese
parve moodustaja sihivektoriks (2.41) voime votta

51 = (¢, ¢, 0) vdi sellega kollineaarse vektori 51 = (1, 1, 0),
kus p = 1 # 0. Teise parve moodustaja sihivektoriks (2.42) voime votta
§2 = (¢, —¢, 0) voi sellega kollineaarse vektori 5> = (1, —1, 0),

kus A = 1 # 0. Jarelikult punkti Xo(0, 0, z0) labivate sirgjooneliste moodustajate
parameetrilised vorrandid on

Tr = t, T = t7
y 2 ja y= -t (2.43)
Z = 20, zZ = Z20.

2. Tuletame ntiiid sadulpinna (2.39) parameetrilised vorrandid, kasutades selleks pinna
sirgjoonelisi moodustajaid. Fikseerime pinna ithe moodustaja ja teise moodustaja
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leiame nii, et see libiseb m6édda esimest moodustajat ja kujundab sadulpinna. Valime
vorranditest (2.43) esimese ja kasutame selle sihivektoriga kollineraarset vektorit

xr = iu,

y= Za, (2.44)
2

Z = 20,

kus ¢ = u, so moodustaja parameeter otsitava vorrandi esimeseks parameetriks.
Fikseeritud moodustaja punktid peavad asuma teisel moodustajal, so sirgel

c
T = §u+sw,

Y= gu + s2v, (2.45)

Z = zo + 83V,
mille sihivektor on s = (s1, s2, s3). Asendame sadulpinna (2.39) vorranditesse otsitava

moodustaja (2.45) vorrandid

D

—u+s51v) —(zu+s20) =c(z 53V — 2

2 1 2 2 0 3 0/,

millest parast sulgude avamist ja lihtsustamist saame ruutvorrandi
(s1 — s3)v* + (cu(sl —s9) — ¢ 53)11 =0.

Kuna sirgjoonelise moodustaja koik punktid on samaaegset pinna punktid, siis
viimane vorrand peab olema samasus parameetri v iga viartuse korral, seega

Sf_SEZOa
2
cu(s1 — s2) — ¢ s3 = 0.

Vérdusest s7 — s2 = 0 saame kaks tingimust:
1) s1= s2 = —c?s3=0 = s=(s1,51,D0)

2u
2) s1=-s3 = 2usi=cs3 = s=|s1,-%1, —$%
c

Esimesel juhtumil saame fikseeritud moodustajaga (2.44) kokkulangeva sirge, sest
nende sihivektorid on kollineaarsed, so

(g, %, 0) || (81, S1, 0).

Teisel juhtumil leiame vektoriga s kollineaarese vektori

an ol 20 (55
2T 095 25 U ) T T )
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Asendame sihivektori sy vorranditesse (2.45), saame

c c c
x:§u+§v, xzi(u+v),

c c c
y = 5” _ 50’ ehk Y= 5(u _ v), (2.46)
Z= z0 +tuv, z2= 29 +uv.

Vorrandid (2.46) ongi sadulpinna (2.39) parameetrililsed vorrandid kui
parameetrijoonteks on valitud selle pinna sirgjoonelised moodustajad.

Fikseerides vorrandites (2.46) iithe parameetri, nditeks v = const, saame u—joone,
milleks on sirgjooneliste moodustajate esimesse parve kuuluv moodustaja. Naiteks
v = 0 korral saame moodustaja (2.44).

Fikseerides vorrandites (2.46) parameetri u = const, saame v—joone, milleks on
sirgjooneliste moodustajate teise parve kuuluv moodustaja.

Joonisel (2.23) on kujutatud sadulpind, kui selle parameetrijoonte vorgu mooduatavad
pinna sirgjoonelised moodustajad. Sinine ja punane moodustaja 16ikuvad pinna
sadulpunktis.

Joonis 2.23: Sadulpind sirgjooneliste moodustajatega

Vastus: 1) Sadulpinna sirgjooneliste moodustajate parameetrilised vorrandid on
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2) Sadulpinna parameetrilised vorrandid on

x:g(u—&—v),

= Su—v).

z2= 2o +uv.

Ul 2.53. Projekteeritakse hiiperboolse paraboloidi kujulist sadul-
katust, mille vorrand on

22—y =2z - z).
kus z ja y on horisontaalkoordinaadid ja z on vertikaalkoordinaat.
Katuse projektsioon maapinnale on ring

x2+y2 < r.

Teatavasti on hiiperboolne paraboloid joonpind, mille kujundab
mooda juhtjoont litkuv sirge (moodustaja). Antud juhul pannakse
katuse sorestik kokku varrastest, mis kulgevad mé6da moodustaja-
id. Vaadeldava pinna moodustaja juhtjoone parameetrilised vorran-
did on
c c
xziu, yziu, z=2 u€eR

ja fikseeritud u korral on moodustaja parameetrilised vorrandid

jargmised:
c c
z=g(utv), y=g(u-v), z=uvv+z vek

Olgu katuse vihim ja suurim korgus on vastavalt h ja H.

1. Avaldada katuse vorrandis olevad parameetrid ¢ ja zg suuruste
h ja H kaudu.

2. Leida juhtjoone parameetri v muutumispiirkond.

3. Avaldada parameetri u vidrtusele vastava moodustaja (so var-
da) pikkus.
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Lahendus. 1. Katuse vorrandist avaldame
z=2z0+ l(3U2 —yz).
o2

Selle funktsiooni vihim ja suurim védrtus ringis 2 + y* < 72 on vastavalt

1 . 1 . - - .
20 + —2( — r2) jazo+ — r2. Saame jirgmise vorrandisiisteemi
c c

Zo + —21"2 = H.
c
Selle siisteemi vorrandeid liites ja lahutades leiame

_h+H ja c=r 2
T2 ] o H-—7r

20

2. Juhtjoone projektsioon maapinnale on antud vorranditega

ac:§u7 y:gu, z=0.

Seega ringis x? + y? < r? paikneva osa korral

2 2 2
c 2 c 2 2 2
—U —u’ <r = u® < .
4 + 4 - - 2

Parameetri v muutumispiirkond on

we {7\/57" \/Qr}

)
C (&

ehk suuruste h ja H kaudu
we[-VH—h, —VH—h].

3. Vaatleme konkreetsele u vadrtusele vastavat moodustajat. Selle projektsioon
maapinnale on ringis 22 + y? < r? asuv sirgléik, mille parameetrilised vorrandid on

IE:g(U+U), y=—(u—w).

N o

Lé&igu otspunktid paiknevad ringjoonel 22 4+ y? = r2. Seega otspunktidele vastava
parameetri v viaartuste saamiseks tuleb lahendada vorrand

(o) (=) =
millest

272

C2_u2'

V1,2 = +
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Fikseeritud u vaértusele vastava moodustaja otspunktide koordinaadid on jargmised:
c c
T = §(u+v1’2)’ yzi(u—vl,g), z=uv1i,2 + 20.

Moodustaja pikkus on

lu = /(21— 22)2 + (y1 — 12)2 + (21 — 22)2 =

R (CROTEN CRmIC

ehk suuruste h ja H kaudu
_ r 2 2
lu =2 (H_h—l—u)(H—h—u).

Vastus: 1. Pinna vorrandi parameetrid zo = L, e=7

2. Parameetri ¥ muutumispiirkond u € [— vH —h, —VH — h}.

H—r"

3. Parameetri u viartusele vastava varda pikkus I, = 2\/(1;2}1 + u2) (H —h— u2).

Ul 2.54. Tuleb projekteerida iihekattelise posrdhiiperboloidi kuju-
line elektrijaama jahutustorn ehk gradiir. Jahutustorni kitsama osa
ladbimo6ot peab olema 8 m ja selle korgus vundamendist 10 m, torni
kogukorgus on 16 m. Torni armatuuriks on hiiperboloidi sirgjooneli-
sed moodustajad. Leida armatuurvarda pikkus ja torni vundamendi
1&bimoot.
Lahendus. Uhekattelise poordhiiperboloidi, mille kaelringjoon® ehk kitsaim koht on
ry—tasandist korgusel h, kanooniline vérrand on
22 +y° —(z—h)? =17, (2.47)

kus r on kaelringjoone raadius.
Kirjutame kaelringoone vorrandi (2.47) timber kujul

2 —(z—h)? =1 =y
Lahutame selle lineaartegurite korrutisteks

(z+z-h)(z-z+h)=(+y)(r—y),

Svahima pindalaga ringjoon, mis tekib ithekattelise hiiperboloidi 16ikamisel tema
teljega ristuva tasandiga.
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Joonis 2.24: Uhekatteline hiiperboloid sirgjooneliste moodustajatega

millest saame kaks parve sirgjoonelisi moodustajaid

[ {/\(I+Z—h)—u(r+y)7 o II: {/\(w+z—h)—u(r—y),
wlx—z+h)=Ar—1v) wlx—z+h) = Xr+vy),

kus X ja p on parve parameetrid ning A\? 4+ p? # 0.

Siin sirgjoonelised moodustajad on esitatud kahe tasandi 16ikejoonene. Esimesse parve
kuuluvate tasandite normaalvektorid on

millest
—u A

1'11:()\, —K, )‘) ja 1’12:(#/7 A, _M)a
Y P -
A —pl’

nlxm:( poo—pl | )\)'

Seega, esimesse parve kuuluvate sirgjooneliste moodustajate sihivektoriteks voime
valida vektorid

s = (u® = A% 22, N 4 17). (2.48)
Hiiperboolse paraboloidi kéik sirgjoonelised moodustajad loikavad kaelringjoont.
Kaelringjoonel olevate punktide koordinaadid on

Xo(rcosu,rsinu, h) u € [0, 27).

Punkti X, ldbiva moodustaja sihivektori s1 leidmiseks tuleb mééarata parve
parameetrid A ja u. Selleks asendame punkti X koordinaadid esimese parve
vorrandisse

{)\(rcosu +h—h)=pulr+rsinu), N {Acosu = p(l +sinw),

u(rcosu+h —h) = pu(r —rsinu) peosu = pu(l —sinw).
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Jarelikult parve parameetrid A ja p voime valida jirgmiselt
A=1+sinu ja [ = COSU.
Asendame leitud parameetrid sihivektori (2.48) koordinaatidesse
s1 = (cos2 u— (14 sinu)?, 2cosu - (1+sinw), (1+sinu)? + cos? u)7
millest parast lihtsustamist saame
s1 = ( — sinu, cosu, 1).

Niitid saame vilja kirjutada punkti Xy ldbiva sirjoonelise moodustaja parameetrilised
vorrandid

r =rcosu —t sinu,

y =rsinu +t cosu,

z=h+t.

Teisendame neid parameetrilisi vorrandid nii, et moodustaja fikseeritud punktis valime
moodustaja 16ikepunkti xy—tasandiga ja sihivektoriks vektori s; tihikvektori. Kuna
ry—tasandil 2 =0 (t = —h) ja |s1] = /2, siis

r=rcosu+ hsinu — t§ sin u,
y=rsinu — hcosu + t? COS U, (2.49)
z= t?.

Olgu projekteeritava torni korgus H, siis z = H ja viimasest vOrrandist saame

)
H:t% —~ t=+2H.

Sirge (2.49) vorrandites on kasutatud ithikvektorit, siis parameetri ¢ vadrtus on vordne
sellele 16igu ehk moodustaja pikkusega.

Valitud koordinaatide siisteemi korral on torni vundament xy—tasandil, seega z = 0 ja
vorrandist (2.47) jareldub vahetult

2?4yt =1+ b7
millest pohjaks oleva ringjoone raadius R = /72 + h2.

Vastavalt iilesande tingimustele r =4, h = 10m ja H = 16 m seega armatuurvarda
pikkus I = t = 164/2m ja vundamendi 1dbiméét d = 2R = 2v/42 + 102 = 24/116 m.

Kuna iihekatteline péérdparaboloid on oma telje suhtes siimmeetriline pind, siis
sbltumata sirgjoonelisete moodustajete parvest, on armatuurvardad iithepikkused.

Vastus: Projekteeritava gradiiri armatuurvada pikkus I = 164/2m ja vundamendi
1abimo66t d = 24/116 m.
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Ul 2.55. Ehitusele on kavandatud elliptilise paraboloidi

kujuline betoonkuppel, mille maksimaalne korgus asub koordinaati-
de alguspunktis. Leidke, millise kujuga on kupli horisontaalsed 16i-
ked tasanditega z =5 ja z = 0. Arvutage kupli maksimaalne pohja
ldbimo6ot tasandil z = 0.

Lahendus. Pinna vorrand ilmutatud kujul on

2 2
z=c—ar” —by",

kus a = 2i, b= L ja ¢ =10. See on elliptiline paraboloid, mille haripunkti

koordinaadid on H (0, 0, ¢) ja 1dikejooned tasanditega z = const on ellipsid.

Joonis 2.25: Betoonkupli pind.

Leiame horisontaalsed 16iked. Loikes z = 5

2 2 2 2
x y T Yy
-0 _4 2 Y
>=10-355"70 7 100 " 50
Loikes z =0 ) )
LA
200 100

Leitud jooned on ellipsid. P6hja maksimaalne 14bim&6t korgusel z = 0 on ellipsi
suurem telg
2a = 2v/200 = 28.3.
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2.8. Omavaartused, omavektorid

Ul 2.56. Uhe linna kohta on teada, et igal aastal kolib
o 5% kesklinna elanikest ddrelinnadesse ja
o 7% &aérelinnade elanikest kesklinna.

Mitmendal aastal iiletab kesklinna elanike arv &érelinnade elani-
ke arvu, kui alguses elab kesklinnas 55000 elanikku ja &arelinnades
kokku 650007 Millised oleksid elanike arvud piirjuhul selle mudeli
korral?

Lahendus. Moodustame iilesandes antud protsentide pohjal nn tleminekumaatriksi
A= 0,95 0,07 .
0,05 0,93
On ilmne, et peale esimest aastat on elanike arv vastavalt

kesklinnas| 55000 _ [56800
ddrelinnas| 65000 ~ |63200]°

peale teist aastat
kesklinnas| 2 [55000| |56 800
ddrelinnas| 65000  |63200

ja parast k-ndat (k > 0) aastat

kesklinnas| & |55000
adrelinnas| ~ 65000

Maatriksi A astendamiseks leiame selle omavéirtused ja omavektorid. Moodustame
karakterisliku vorrandi

0,95—X 0,07
0,05 0,93 —\

‘_0 = A —1,88)1+0,88=0,

mille lahenditeks on omaviirtused

A =088, AX=10 ehk A= A2 = 1.

2757

Nendele omavédrtustele vastavad omavektorid® on

1 z
A1 u:[ 1] ja A2 v:|:‘j.

SMaatriksi erinevatele omaviértustele vastavad omavektorid on lineaarselt sdltuma-
tud.
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Teisisénu, need vektorid moodustavad baasi vektorruumis R? ja elanike arve kirjeldava
vektori saame avaldada omavektorite lineaarse kombinatsioonina

{55 000

65 000} = 15000u + 50000 v.

Kuna maatriks A on diagonaliseeritav, siis

k_ kp—1 (A0
A" =PD"P~ ", kus D—|:0 /\2:|

on diagonaalmaatriks ning maatriksi P veergudeks on omavekorid u ja v.
Omavektorite lineaarse kombinatsiooni korral saame

A* (au+Bv) = aAfu+ BAFv = aXfu + BAbv.
Seetdttu

A {55 000

65000] = 15000 A*u + 50 000 A v715000(%) u+50000v =

k
-15 000(%) + 70000

k
15 000(%) + 50000

Vastus: Piirjuhul elab kesklinnas 70 000 ja dédrelinnades 50 000 elanikku.
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Ul 2.57. Vaatame diskreetset diinaamilist siisteemi, mis on antud
vorranditega

ZTn+1 = 1,22, — 0,4y,
Yn+1 = 0,52, + 0,8y,

kus x, ja y, vastavate suuruste vaartusi ajahetkel n. Leidke x, ja
yn algtingimusel (z9, y9) = (100, 10).

Lahendus. Tahistame

1,2 —04
A= [0,5 0,8}

Tn+1 n 100
=A .

Maatriksi A omavaartused on \1 =1+ z% jad=1-— z% Seega leidub sellel maatriksil
kaks lineaarselt sdltumatut omavektorit” omavektorit

2, .4 2 .4
2 4441 24
— |3 5 — |5 5
o [5] wve[t1)
Kuna omavektorite elemendid on kompleksarvud, siis vaatame vektorruumi C2.

Omavektorid moodustavad baasi vektorruumis C? ja

[100

nn. dlemineku maatriksit. Siis

10} = (5 — i60)u + (5 + i60)v.

Seetottu

A" [11000} = (5 — i60)A™u + (5 4 i60) A"v = (5 — i60) (1 + z%) u+ (5 + i60) (1 - z%) v =

_ [2Re ((50 — i20)(1 +2)")
" | 2Re ((5—1i60)(1 +i%)")

Margime
50 — 420 = 10v/29¢™?, ¢ = — arctan %,

5 — 60 = 5v/145¢"¥, ) = —arctan 12,
2 V29 4

1+ig:Te , Q:arctannggo.

"Maatriksi erinevatele omavidrtustule vastavad omavektorid on lineaarselt sdltuma-
tud.
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Teisendades x, ja y. avaldised kompleksarvude eksponentkujule ning kasutades seost
eksponentkuju ja trigonomeetrilise kuju vahel, saame

n

T, = 20V29 (\/?

cos((n — 1) arctan %),

N———

v29\" 2
yn = 10V145 <59> cos(n arctan 5~ arctan 12).

® ®
'y
® o
1004 @ o 2%
. ® [ (]
g °
° °
s0{ @ an °
. °
°
0 ¢ s
® [ ]
* ®
_50_
L4 °®
°
°
-100 - ° .
[ ] ® [ ®
°

0123 456 7 8 91011121314151617181920

Joonis 2.26: Suuruste x,, ja y, vadrtused.
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Ul 2.58. Tasandilist membraani venitatakse nii, et sellel paiknev
materiaalne punkt X (x, x2) nihkub asukohta Y (yi, y2) jargmise

reegli pohjal:
yi| 3 1 T

Leida venituse peateljed, st sirged, millel asuvad punktid jadvad
venitamisel samale sirgele.

Lahendus. Kui x = i1:| on peateljel aasuva punkti kohavektor, siis see on valemis
2

(2.50) esineva maatriksi omavektor, st

HEIS L

kus kordaja A on omavéirtus. Omavaartusete leidmiseks tuleb lahendada
karakteristlik vorrand

3—x 1 | o B _5++5
’ 1 2)\‘)\ —B5A+5=0 = A= 5
Omavaartusele A\ = 5%/5 vastava omavektori komponendid rahuldavad vorrandit:
-1
3$1+LE2:5+\/5(E1 = 172:\/5 X1,
2 2
millest saame esimese omavektori
X — 2
1= VE—1|"
Omavaartusele Ao = 5*2‘/5 vastava omavektori komponendid rahuldavad vorrandit:
— 1
3x1 + x2 = 5 \/gxl = X9 = 7\/5+ 1,
2 2
millest saame teise omavektori
-2
X2 = |:\/g+ 1:| .

Vastus: Omavektoritele x; ja x2 vastavate peatelgede vorrandid on vastavalt

(V5 -1z — 222 =0 ja (V54 1)1+ 2x2 = 0.
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Ul 2.59. Joonisel 2.27 on esitatud kahe vedru ja kahe kehaga siis-
teem, mille liikumisvorrand maatriskkujul on

mi 0 ki + ko —ko| |21 . 0
kus m; on siisteemi kuuluvate kehade massid, x; ja &; vastavalt

nende siirded ja kiirendused ning ki ja ko on siisteemi kuuluvate
vedrude jaikused.

I

o || a8
Z2

Leida siisteemi omasagedused ja vonkemoodid (vonkekujud), kui
my = 9kg, my = 1kg, k1 = 24N/m, ke = 3N/m.

Joonis 2.27: Vedrusiisteem.

Lahendus. Ulesande tingimustele vastav liikumisvérrandite siisteem (2.51) on
9 0] [i] . [27 =3] [ 0]
0 1] |&2 -3 3| |2 0|"
Otsime selle lahendit kujul
x(t) =ue'™’ kus x= {xl , u= {ul] , X xl} = —w? {m] .
T2 U2 T2 €2

Asandades liikumisvorrandis kiirendused, leiame, et

27—9x =3 | [x] _ O I
{ _3 3_)\} mJ[O]’ kus A=w".

Sellele lineaarsel vorrandisiisteemil leidub mittetriviaalne lahend parajasti siis, kui
stisteemimaatriksi determinant vordub nulliga, so

‘27 -9\ -3
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Leime parameetri \ vdartused, mille korral see determinat on null. Seega
(2T-9N(B-X)—-9=0 = XN -61+8=0,

millest saame, et \; = 2 ja A2 = 4. Vordusest A = w? saame, et otsitavad
omasagedused on

w1 =2 ja w2 =4.
Vénkemoodide (vonkekujude) méadramiseks leiame siisteemi omavektorid. Selleks

. .. 1 ~ e
leiame siirete suhted — molema omavaéartuse korral.
T2

Omavaartuse A1 = 2 korral
27—-9-2 =3 z1| |0 9 -3
e [ B R ]
millest leiame omavektori
_[=]_] no_1
e |:3:2:| a |:3:| - T2 a 3
Omavaartuse A1 = 24 korral
27-9-4 3] [a] _[0] o [0 3] [=]_[0
3 3-4| |z " |o| € 3 1 (x|~ |o|”

millest leiame omavektori
T 1 X1 1
e |:m2:| [3} T2 3

Vastus: Omasagedussel w; = /2 liiguvad kehad samas suunas, sest siirete suhe on
positiivne. Omasagedusel w2 = 4, aga vastassuunas. Mélemal juhul on teise keha siire
esimese keha omast kolm korda véiksem.

Ul 2.60. Vedrusiisteemi kirjeldab lineaarste konstantsete kordaja-
tega diferentsiaalvorrandite siisteem (vt Ul 2.59)

miay I ki + ko —ko| |21 . 0
Moo —ko ky | |z2| |0
. _k1+4ko ko
:Cl — mi mi x].
L’«J l I —fi] M

Selle diferentsiaalvorrandite siisteemi lahendamiseks kasutage maat-
riksi omavéaartusi ja omavektoreid.

ehk
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Lahendus. Defineerime uued muutujad
uy = o1, Uz = o1, ’U,3:$.1, U4:l:2,

siis saame vorrandid esitada slisteemina

U1 = u3
Ug = U4
. ki+k k
Uz = —71:;1 2ur + 2 up
o= k2, k2
Uqg = ma u e u
ehk maatrikskujul U = AU, kus
w1 Uy 0 0 1 0
U2 Us 0 0 0 1
U= ) U= . ) A= _kitko ko 0 0
us us my my
R Kk 13
U4 U4 m722 m22 0 0

Lahendame maatriksi A omavaartusiilesande. Leiame A — AI determinandi

0—A 0 1 0 -2 0 1 0
0 0—A 0 1 0 - 0 1
_k1£1k2 :Tzl 00—\ 0 Y = —klmﬂ — )2 % 0 0|~
kel kg A 4AIT Ty k29
ma ma m2 m2
:—%—AQ o :(,kl"HC?,/\?)(,ﬁ,)\?),ﬁ.ﬁ
m% _T% —\? ma ma mi Mo

Omavéaartuste korral peab deteminandi vadrtus vorduma nulliga. Edasi lahendamiseks
oleks lihtsam teha konkreetsete arvudega. Kui asendada sisse kordajate vaartused

k1 =24, ka = 3, m1 =9, ma = 1, siis tuleb lahendada vorrand

3

S (=1 -3

2443
9

330

( 9 1

ehk
(=3=2)?=1 = —3-XN=+41 = XN =-371
Seega )\1 = Qi, )\2 = —2i, )\3 = \/i’i, )\4 = —ﬁi
Leiame igale omaviértusele vastavad omavektorid. Iga A korral tuleb lahendada
vorrandisiisteem (A — AI)U = 0.
A1,2 = £2i korral teisendame kordajate maatriksit Gaussi meetodil

¥2 0 1 0 F2i 0 1 01 £26III [0 +2 1 0
0 F2 0 1 0 TF2 0 1 0 F2i 0 1
-3 1 F20 0 | £2[ 1 1 000 Tl 3 o000
3 -3 0 F2i|+21r [3 1 0 0 3111 [0 0 0 0
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=-1C _ _
+2iup + uz = 0 “ ! !
uz = 3C 3 3
F2iu2 +us =0 = . = U =0 |, Uz=0C4 .
1y 0 usz = F2iC -2 21
T Dy . X
1T 3U2 s = +6iC 61 —61
Analoogiliselt A3 4 = +iv/2 korral:
Fiv2 0 1 0 Fiv2 0 1 0] FvV2III
0 Fiv2 0 1 N 0 Fiv2 0 1 N
-3 3 FV2Z 0 | EWV2I ~1 100
3 -3 0 Fiv2] +iv2II 3 -1 0 0] +3III
V3 =1C
A I G At S b
FV2i , 2 =
= 2 = =
1L 00 qtfleJrujoo s — 4 /3iC
0 0 0 O u1 3U2 - Uy = :|:3\/§ZC
1 1
3 3

Us =Cs Vai | Uy =0Cy 3
3v/2i —3v/2i

Leitud omavéartuste ja omavektorite abil saame konstrueerida diferentsiaalvorrandi
illdlahendi. Diferentsiaalvorrandi iildlahend avaldub kujul

U = MUy + e™2Us + 305 + MUy
ehk
-1 -1 1 1
3 —2it | 3 V2it 3 —V3it 3
gi| TORETT | g | TG gy | Gl —Vai
6i —61 3v/2i —3v/2i

Otsitavad z1 ja z2 on saadud vektori U kaks esimest komponenti.

U= Cl eQit

x = _01€2it _ 026—2“ + 036\/§it + 046—\/5117
To = 30162it + 302672# + 3036\/5# + 30467\/2%

Kasutades Euleri valemit ¢'? = cos ¢ + i sin ¢ ning omadusi, et cos(—) = cos ¢ ning
sin(—¢) = — sin ¢ saab siin teisendada ka reaalmuutuja funktsiooniks:
C1e*" + Cae " = C1(cos 2t + isin 2t) + Ca(cos(—2t) + i sin(—2t)) =
C1(cos 2t + isin 2t) 4+ Ca(cos 2t — isin2t) = (C1 + Cq) cos 2t + i(Cy — Cz) sin 2t

Kuna C; ja Cs voivad olla suvalised konstandid, siis valime Cs = C1 + Cs ja
Cs = i(C1 — C3). Siis saame esitada

C1€2it + 026_2“ = (5 cos 2t + Cg sin 2t
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ja analoogiliselt ka

C3eV? 1+ Cue V2" = Oy cos /2t + Cs sin V2t

Vastus: Diferentsiaalvorrandite siisteemi tildlahend kirjutatav kujul

z1 = —C'5 cos 2t — Cg sin 2t + C cos /2t + Cs sin v/2t,
xa = 3C'5 cos 2t + 3C sin 2t 4+ 3C7 cos /2t + 3Cs sin /2t

U1 2.61. Hiir asub labiirindis, mis koosneb neljast kambrist. Alg-
selt on hiir kambris nr.1. Igal sammul voib hiir jadda paigale voi
liikuda iihte korvalkambrisse. Hiir valib liikumissuuna juhuslikult.
Loeme, et vordse toendosusega voib ta valida tkskoik millise voi-
maluse. Kambrist nr.1 voib ta lisaks paigalejdamisele liikuda kas
kambrisse 2 voi 4, kambrist nr.2 v6ib liikuda kambrisse nr.1 v6i nr.3
jne.

I
=l
4 3
L 11
Kasutades omavéartusiilesannet, ndidata, et siisteemil on tasakaalu-
olek (vt ka iilesannet 2.9).

Lahendus. Siisteemil on 16plik arv olekuid. Siisteem peab olema tépselt iihes nendest
olekutest. On teada iileminekute tdenidosused iihest olekust teise. Uleminekumaatriks
peab olema selline, et iga veeru elementide summa vordub tihega ning k&ik elemendid
on nulli ja ithe vahel.

Olgu tiileminekumaatriks A ja seisundile i vastav olekuvektor X;, siis tileminekul
seisundisse ¢ + 1 on olekuvektor
Xi+1 = AX;

Olekuvektorile X vastavat seisundit, mille korral
X =AX

nimetatakse tasakaaluolekuks.
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Uleminekumaatriks on

— O O O
|

Xo =

ja algolek

1
=l O =l =™

O =l e ™
=l =M~ O
=l =l O =™

S — |

I
<

=l

™

=l

Y
27 27

S
9

o
3

=l O —Hlm

|A— A\E| =

o o~

— O —~ O

— — O

A" =PD"P!
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11 ;)
4 4 3
X, =A"X, =
1 1\ _ 37" 1
i(-5)" -5+
;,;(,;)”
4 4 3
_ T —fJr 1 1 117T
X=1lmX,=[} 1 1 %]
n—oo

2.8.1. Pingetensor ja omavairtusiilesanne

Tasandpingeolukorras méjuvad koik nullist erinevad pinged iihes tasandis. Pinget v6ib
késitleda jouna, mis on jaotatud pinnaiihikule.

Normaalpinge o, mojub pinnal, mille pinnanormaal on orienteeritud z-telje suunas ja
ka pinge ise mojub z-telje suunas. Sarnaselt mojub normaalpinge o, pinnal, mille
pinnanormaal on orienteeritud y-telje suunas ja ka pinge ise mojub y-telje suunas.

Normalpingete tottu nihkuvad koormatavad elementaarruumala vastastikused pinnad
kas tliksteisest kaugemale tdmbepingete korral voi ldhemale survepingete korral.

Loikepinge 7,y mojub pinnal, mille pinnanormaal on orienteeritud z-telje suunas ja
pinge ise mdjub y-telje suunas (pinna puutuja sihis). Analoogselt mdjub 16ikepinge Tyq
pinnal, mille pinnanormaal on orienteeritud y-telje suunas, ja pinge ise méjub z-telje
suunas.

Loikepinged deformeerivad elementaarpinda nii, et paralleelsed vastaspinnad nihkuvad
teineteise suhtes pindade puutujate sihis. Pingeid v6ib vaadelda, ka néiteks
koordinaadistikus, mis on p6oratud esialgse koordinaatsiisteemi suhtes. Sellisel juhul
pingete vaartused muutuvad. Teatud p6orde korral muutuvad pinged nii, et
normaalpinged saavad ekstremaalse vaértuse ja 16ikepinged kaovad. Selliseid pingeid
nimetatakse peapingeteks. Uks normaalpinge saavutab maksimaalse viirtuse ja
teine normaalpinge saavutab minimaalse viartuse.

Habraste materjalide puhul on tavaliselt suurim peapinge see, mis voib pohjustada
materjali purunemist.

Seega on keerulise pingeolukorra puhul oluline méarata peapingete viartused, mis
voimaldavad habraste materjalide puhul méédrata materjali purunemise tingimuse.
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elmentaarruumala koormatud plaat paksusega t

paksusega t

Joonis 2.28: Pingetensori komponendid.

Ul 2.62. Vaatleme tasandpingeolukorda klaasplaadi iihes konkreet-
ses punktis. Normaalpinge z-telje sihis on 32 MPa. Normaalpinge
y-telje sihis on 10 MPa. Loikepinge vaartuseks 25 MPa. Klaasmater-
jali kohta on teada, et puhta tombe korral puruneb materjal 40 MPa
korral.

Vaja oleks hinnata pingeolukorda ja otsustada, kas materjal vaa-
deldavas punktis puruneb voi mitte. Terves klaasis esineb tavaliselt
ka pindmikropragusid, defekte ja kriimustusi. Tavaliselt on hapra
materjali korral prao arenemise esialgne suund tingitud peapinge-
te sihist. Hapras materjalis tekivad esialgsed praod suunas, mis on
risti suurima peapinge sihiga, sest selliselt on véimalik pragu koige
lihtsamini laiemaks vedada.

Ulesandeks on miérata antud plaadi punktis materjalis tekkivad
peapinged ja peapingete sihid ning hinnata materjali purunemise
voimalikkust.

Lahendus. Tasandpingeolukorras voib pingetensori esitada kujul 2 x 2 maatriksina

oo ],
Tyx Ox
Joonisel 2.29 on kujutatud elmentaarruumala, millest on 16igatud vélja kolmnurkne

osa. Telgedega = ja y paraleelsetel kiilgedel méjuvad pinged 0., oy ja Tzy.
Loikepinnal tekib kontaktjoud, mida voib nimetada ka pingevektoriks t,,.

Pingevektoriks t, Kirjutame vélja horisontaalse ja vertikaalse tasakaalu vorrandid
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Joonis 2.29: Kolmnurkne véljaloige.

kasutades pingetest tekkivaid joude. Saame seosed

tng Lot —0p-ly t—Tye-lp-t=0
ja

oy Lot —0y Lyt —Toy Ly -t =0,

kus tn. ja tnz on pingevektori t, komponendid - ja y-telje sihis ning I, l,, [ on
vastavalt elmentaarruumala kiilgede pikkused. Léigatud pinna pinnanormaali
komponendid saab esitada nurga a kaudu. Arvestades, et vektori n pikkus on 2, saame

. Ny
sina = — = ng,
n|

coso = l%’l = ny.

Sarnased seosed saame elmentaarruumala kiiljepikkuste suhtes ehk

Ly

sina = T = Ng,

lo
cosa = =y
Niitid on voimalik tasakaaluvorrandid kirjutada maatrikskujul jargnevalt
tna _ |0z Tyz L;L _ |0z Tyzx Nz
tny - Tzy gy ZTI N Ty Oy Ty '

Meid huvitab selline pind, mille puhul 16ikepinged kaoksid. See tdhendab, et
16ikepinnal olev pingevektor t,, peab olema paralleelne pinnanormaaliga n. Tdhistame
selliseks pinna normaaliks olevat vektorit n’ = (n;, n;)
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Joonis 2.30: Viljaléike pingevektor.

Seetdttu saame 1oikepinnal pinnanormaaliga paralleelse pingevektori esitada skalaari
op ja pinnanormaali korrutisena op,n’.

Arvutades pingetensori abil villja pingevektori pinnal, mille pinnanormaal on n’ ja
vordsustades selle skalaari o, ning pinnanormaali n’ korrutisega, saame jirgneva seose

B ’ ’
tn/z Oz Tyx Ny Ty
‘ = 7 =o0p B
[in'y Tey Oy | |y Ty

ehk seda avaldist pisut imber kirjutades saame

(00 Tya| o |10 n,| |0
Tey Oy Plo 1 ny|  |0]°
See on lineaarne homogeenne vorrandisiisteem vektori n’ koordinaatide leidimiseks.

Sellel vorrandististeemil on mittetriviaalne, so nullvektorist erinev lahend parajasti siis
kui siisteemimaatriksi determinat

Oz — Op Tyz
Tzy Oy — Op

=0.

Kuna pingetensor on siimmeetriline, so 7,y = Ty, siis skalaari o, leidmiseks saame
ruutvorrandi
2 2
o, — (02 + 0y)op + 020y — Tpy = 0.

Selle ruutbérrandi lahendid on pingetensori omavaéartused ehk peapinged

_Oatoy Y (00 —0y)? + 4712,

- Oy +Uy + \/(Ux +Uy)2 —4(0'm0'y _7—12'!!)
P 9 2 - 2 2
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Arvutame niitd véilja tilesandes kirjeldatud olukorrale vastavad peapinged

- 32+ 10)? + 4. 252

— - 10, VA 2) = 43.65MPa,
- 32+ 10)2 +4- 252

om = 220~ Vi 2) = —21.65MPa.

Seega saab jareldada, et klaasmaterjal mille tdmbetugevus on 40 MPa puruneb antud
pingete korral.

Leiame peapingete sihid ehk pingetensori omavektorid.

Otsime omavédrtusele 0,1 vastavat omavektorit kujul v = (1, z), seega

32 —43.65 25 1 |0
25 —10—43.65| |z| |0~

Nende maatriksite korrutamisel saame koordinaadi x leidmiseks kaks samavéaéarset
lineaarset vorrandit. Naiteks maatriksi teise rea korrutamisel vektoriga v saame
vorrandi

25— x(10+43.65) =0 = x =0.466.

Leiame selle omavektori suunalise iihikvektori n':
n,] 1 [ 1 |_[0906
ny|  VIZ+0.4662 |0.466) — |0.422

Kordame sama tegevust teise omavéirtuse ope korral:

324 21.65 25 1] _ o
25 —10421.65| |z| — |0]"

25— 2(10-21.65) =0 = = —2.146.

Teise omavektori suunaline iihikvektor n’ on
nh| 1 1 | 0.422
ny| /12 +2.1462 |—2.146] — |—0.906|
Vilja arvutatud peapinged ja peapingete suunad on kujutatud joonisel 2.32. Klaasis

tekkivad praod on tdenéoliselt sihis, mis on risti suurima peapinge sihiga juhul, kui
suurim peapinge on tombepinge.
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y
—10 MPa
25 MPa
32 MPa
32 MPa X
25 MPa 25 MPa

25 MPa
—10 MPa

Joonis 2.31: Klaasplaadi tasandipinged.

—21.65 MPa'

0.8

43.65 MPa

—21.65 MPa

Joonis 2.32: Peapingete vektorid.



268 2. peatiikk. Lineaaralgebra

U1 2.63. Keha punktis on antud pingetensor

-1 -16 -2
S=|-16 5 —14
-2 -14 14

Leida peapinged 01,09 ja o3 kui pingetensori omavaartused, mis
rahuldavad karakteristlikku vorrandid det(S — oI) = 0. Arvutada
pingete peasuunad ]\71, N, ja N kui pingetensori normeeritud oma-
vektorid. Kontrollida omavektorite ortogonaalsust.

Lahendus. Esitame peapingete karakteristliku vorrandi determinandi:

-1—-0 -16 -2
—16 5—0c —14
-2 -14 1l4-o

See annab meile kuupvérrandi
o® —180° — 4050 + 4374 = 0,
mille lahenditeks saame kahanevas jarjekorras peapinged
o1 =27, 02 =9, 03 =—18.

Esimene omavektor N; = [#1,y1,21]" rahuldab vérrandit (S — o11) Ny =0.
Lahendame stisteemi

-1 -16 -2 1 0 0 T
—16 5 —14| =270 1 O |y =0
-2 —-14 14 0 0 1 z1

—28 —16 -27 [z
—16 -22 —14]|- |y | =
—2 —14 -13] |=

Saame lahendiks Ny = [1,-2,2]7 ja normeerides N = [%, —%, %]T Analoogiliselt
T

leiame iilejidanud normeeritud omavektorid N, = [—%, %, %] ja N3 = [%, %, %]T
Kontrollime ortogonaalsust
- = 12 21 2 2
Ny - No=—=-.2_2.-,2.2_)
=33 o33ty
= 2 2 1 2 21
Na Ns=-2.24-.242.229
2 Ms=—3r3t33t373
= 1 2 2 2 21
N1~N3* ,,,,,,, + - .= =

Koaik vektorite skalaarkorrutsed on nullid ja seege vektorid on ortogonaalsed.
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